Prof. Dr. M. Rapoport
Dr. E. Hellmann WS 2013/14

Seminar iiber elliptische Kurven

Dienstags 14-16h, Seminarraum 0.003
Vorbesprechung: Donnerstag 18.7.2013, 15h, Raum N 0.003

ERSTER TEIL: KOMPLEXE THEORIE

Der erste Teil des Seminars behandelt die Theorie von 1-dimensionalen komplexen
Tori. Eine gute Ubersicht iiber das Thema liefert der Abschnitt iiber elliptische
Funktionen im Buch von Hartshorne [Har, p. 326 ff.]. Insbesondere ist dieser Ab-
schnitt (im Gegensatz zur dort benutzten Referenz [HC]) in moderner Sprache
formuliert.

1) Komplexe Mannigfaltigkeiten und komplexe Liegruppen: WOLFGANG
LEYRER

Definition einer komplexen Mannigfaltigkeit [Huy, 2.1], [FG, IV, 1]. Abbildungen
zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten. Produkte. Holomorphe Funktionen. Glo-
bale holomorphe Funktionen auf kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten sind
konstant [Huy, Prop. 2.1.5] (wir brauchen eigentlich nur den Fall einer 1-dimensionalen
Mannigfaltigkeit).

Beispiele, insbesondere projektiver Raum und Hyperflichen, siehe z.B. [Huy, p.56,
57]. Quotienten nach Gruppenoperationen [Huy, Prop. 2.1.13] (wir brauchen nur
den Fall einer diskreten Gruppe).

Tangentialraum einer komplexen Mannigfaltigkeit [FG, p.164 ff.], sieche auch [Huy,
Def, 2.2.14].

Definition einer komplexen Liegruppe [FG, IV,2. p.171 f], siche auch [FH, 7.1,7.2]
und [God] (Vorsicht: Im Fulton-Harris und dem Buch von Godement werden sowohl
reelle als auch komplexe Lie-Gruppen behandelt, wir interessieren uns aber nur fiir
den komplexen Fall). Beispiel komplexer Torus.

Liealgebra einer Liegruppe [FH, 8.1] und [God, 5.7]. Einparameter-Untergruppen
und Exponentialabbildung [FH, 8.3] , [Wa, Thm. 3.31] und [God, 6.1]. Elementare
Eigenschaften und Regularitdt [God, 6.2 Thm. 2, 6.3 Thm. 3.

2) Eindimensionale komplexe Tori: MATHIAS WEIRICH

Definition einer elliptischen Kurve als eindimensionale kompakte komplexe Liegrup-
pe [Mum, 1] (wir interessieren uns nur fiir den eindimensionalen Fall). Elliptische
Kurven sind kommutativ [Mum, 1, (1)].

Jede elliptische Kurve ist ein komplexer Torus [Mum, 1, (2)]. Surjektivitdt der Mul-
tiplikation mit n [Mum, 1, (3)].

Die Weierstrafsche p—Funktion, ihre Ableitung [HC, II, 1, §6] und ihre Funktio-
nalgleichung [HC, II, 1, §7, Satz 3.

Weierstrafigleichung [Har, Thm. 4.12 B] und Isomorphismus

0:C/A= X ={(z,y) | y* = 42° — goz — g3} C P*.

Siehe dazu auch [HC, II, 5, §1 |.
Jede (nichtsinguldre) Weierstrafgleichung definiert einer elliptische Kurve [Har,
Thm. 4.14 B|, [HC, II, 4, §4] (der fehlende Teil, dass A # 0 dquivalent zur Glattheit
der Hyperfliche X ist, muss selber erbracht werden).
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Ohne Beweis: Topologische Klassifikation von Fldchen [Ma, 5, Thm. 5.1]. Geschlecht
und Eulercharakteristik [Ma, 8, Thm. 8.2 |. Geschlecht des Torus [Ma, Expl. 8.1].

Charakterisierung einer elliptischen Kurve als kompakte Riemannsche Fliche vom
Geschlecht 1 mit ausgezeichnetem Punkt.

3) Parametrizierung und Endomorphismenring: BERNHARD REINKE
Parametrisierung von elliptischen Kurven durch die obere Halbebene. Operation
von SLg(Z) auf der oberen Halbeben. Fundamentalbereich und Stabilisatoren [Ser,
VII, §1].

Parametrisierung via j-Invariante. Zusammenhang zur ersten Parametrisierung,
[Har, Thm 4.15 BJ, [HC, 11, 4, §3].

Komplexe Multiplikation und Endomorphismenring einer elliptischen Kurve [Har,
Prop. 4.18, Thm. 4.19].

Wenn es die Zeit erlaubt, kann man noch darauf eingehen, dass es keine universelle
elliptische Kurve iiber der affinen Gerade gibt, der durch die j-Invariante definiert
wird [Har, Exc. 4.22].

ZWEITER TEIL: ALGEBRAISCHE THEORIE

Fiir die algebraische Theorie folgen wir im Wesentlichen dem Buch von Silverman
[Sil]. Auch in diesem Teil gilt, dass wir versuchen wollen die moderene Sprache
wie z.B. in [Har| zu benutzen. An einigen Stellen miissen einige Sétze ohne Beweis
benutzt werden, die im Laufe der Vorlesung iiber algebraische Geometrie beweisen
werden.

4) Elliptische Kurven: KAl BEHRENS

Kurze Erinnerung an algebraische Kurven. Glattheit algebraischer Kurven [Sil, 11,
§1]. Abbildung zwischen Kurven [Sil, II, §2|. Grad einer Abbildung, Verzweigungs-
indizes. Faktorisierung in einen separablen Anteil und eine Potenz des Frobenius
[Sil, II, Cor. 2.12

Definition einer elliptischen Kurve via Weierstrafgleichung [Sil, III, §1] (ohne das
invariante Differential). Glattheit, Degenerationen und j-Invariante [Sil, III, Prop.
1.4]. Legendreform [Sil, ITi, Prop. 1.7].

5) Divisoren und Differentiale: ARAS ERGUS, ORLANDO MARIGLIANO, MAX
JANKE

Divisoren und Divisorenklassengruppe [Sil, II, §3|, siehe auch [Har, II, 6] (wir brau-
chen den Teil iiber Weil-divisoren).

Hauptdivisoren (und Zusammenhang mit Null- und Polstellen der zugehorigen Ab-
bildung X — P!) [Sil, p. 32, Definition, Prop. 3.1]. Hauptdivisoren haben Grad 0
[Har, II, Cor. 6.10].

Induzierte Abbildungen auf Divisoren [Sil, II, Prop. 3.6], [Har, p. 137].
Differentiale und Divisor eines Differentials. Kanonischer Divisor. [Sil, II, §4], siehe
auch [Har, II, 8 p. 172 ff.]. Vorsicht: Bei Silverman werden meromorphe Differentiale
definiert.

Kriterium fiir Seperabilitét mittels Differential [Sil, II, Prop. 4.2 (c)].

6) Elliptische Kurven als Kurven vom Geschlecht 1: ARAS ERGUS, ORLAN-
DO MARIGLIANO, MAX JANKE
Das zu einem Divisor assoziierte Geradenbiindel [Har, II, Definition, Prop. 6.13].



Siehe auch [Sil, II, p. 38 Definition].

Ohne Beweis: Riemann-Roch auf glatten Kurven. [Har, IV Thm. 1.3], [Sil, II, Thm
5.4].

Geschlecht einer Kurve, Grad des kanonischen Divisors [Sil, II, Cor. 5.5]
Charakteresierung einer elliptischen Kurve als glatte projektive Kurve vom Ge-
schlecht 1: Jede glatte projektive Kurve vom Geschlecht 1 zusammen mit einem
ausgezeichneten k-rationalen Punkt erfiillt eine Weierstrafgleichung [Sil, III Prop.
3.1].

Definition des invarianten Differentials aus der Weierstrafigleichung [Sil, p. 46, 48].
Verschwinden des zugehorigen Divisors [Sil, II, Prop 1.5]. Eine elliptische Kurve hat
Geschlecht 1.

7) Das Gruppengesetz auf elliptischen Kurven: LEON HENDRIAN

Der Satz von Bezout [Har, I, Cor. 7.8] (Eventuell nur fiir den Fall, dass eine der
Kurven eine Gerade ist).

Geometrisches Gruppengesetz auf elliptischen Kurven [Sil, ITI, §2] (ohne den Teil
iiber das Gruppengesetz auf dem glatten Teil einer singuldren Weierstrafigleichung),
[Sil, III, Thm. 3.6].

Der Isomorphismus F(k) = Div"(E) [Sil, ITI, Prop. 3.4].

Charakterisierung einer elliptischen Kurve als glatte projektive Kurve mit Gruppen-
struktur: Eine glatte Kurve mit Gruppengesetz hat trivialen kanonischen Divisor,
i.e. bis auf Multiplikation mit Elementen von k* gibt es genau ein holomorphes
Differential [Mum, II, 4. (iii)].

Verhalten von Differentialen unter Pullback mittels der Gruppenstruktur: Beschrei-
be

Qpwpn =PI © Prap
D(E x E,Qpxpn) 2T(E, Qe k) ®T(E,Qp k).

Ersteres ist [Har, Exc. 8.3.(a)]. Eine Skizze zum zweiten Isomorphismus findet sich
im Beweis von [Mum, II, 4. (iv)]. Folgere, dass

m* F(E7QE,K) — F(E X E7QE><E/k) = F(EaQE,K) @F(EagE,K)v

(wobei m : E x E — E die Gruppenaddition ist) die Diagonale ist (Hinweis:
Einschrénken auf {e} x E und E x {e}).

8) Isogenien: MAREN SCHWARZ

Definition einer Isogenie. Die Isogenie [n]. [Sil, III, §4]. Die Gruppe Hom(E, E’) ist
torsionsfrei [Sil, ITI, Prop. 4.2].

Komplexe Multiplikation [Sil, III, Expl. 4.4]. (Relativer) Frobenius [Sil, ITI, Expl.
4.6].

Isogenien sind Gruppenhomomorphismen [Sil, IIT, Thm. 4.8], [Har, IV Lemma 4.9].
Grad und Kern einer Isogenie, Eigenschaften [Sil, III, Thm. 4.10].

Isogenien und das invariante Differential [Sil, III, Thm. 5.2, Cor. 5.3, Cor. 5.4].
Den Beweis von Thm. 5.2 ersetzen wir durch ein besseres Argument. Da wir schon
wissen, wie sich das Differential unter Pullback mit der Gruppenstruktur verhalt,
muss man noch berechnen, wie sich Differentiale unter Einschrinken auf die Dia-
gonale A : E — FE x E verhalten:

A" F(E X E’QlExE/k) = F(E7Q}E/k) @F(EvglE/k) - F(EvglE/k>



ist die Addition von Differentialen (um das Einzusehen reicht es zu sehen, dass die
Diagonale auf dem Tangentialraum die Diagonale induziert).

9) Duale elliptische Kurve und duale Isogenie: TAsSHI WALDE
Definition der Jacobischen einer Kurve [Har, IV, 4, p. 323 ff.]. Autodualitit von
elliptischen Kurven [Har, IV, Thm.4.11] (die Aussage iiber Kohomologie und Ba-
siswechsel darf ohne Beweis verwendet werden).
Definition der dualen Isogenie: Sei f : F — E’ eine Isogenie, dann ist f N D )
die Abbildung, die auf S-wertigen Punkten durch £ +— (f x idg)*L definiert wird.
Eigenschaften [Sil, IIT, Thm. 6.1, Thm. 6.2]: [Sil, Thm. 6.1 (b)] folgt direkt aus unse-
rer Definition. Teil (a) folg dann aus dem Beweis, der in [Sil] fiir (b) gegeben wird.
Fiir [Sil, Thm 6.2 (c)] wollen wir einen besseren Beweis geben: Dafiir muss man
sich iiberlegen wie sich Geradenbiindel unter Pullback mit der Gruppenaddition
verhalten:

m*L = priL Qpryl,
wobei m : E x E — E die Multiplikation ist und pr; die Projektion auf den i-ten
Faktor. Aus dem See-saw Prinzip [Mum, II, 5. Cor. 6] folgt, dass m*L£ @ pri£~! =
pr3 L’ fiir ein Geradenbiindel £ auf E. Durch Einschrinken von auf {e} x E erhélt
man dann £ = L.

DRITTER TEIL: ARITHMETISCHE ASPEKTE

Im letzten Teil des Seminars wollen wir auf ein paar arithmetische Fragestellungen
im Zusammenhang mit elliptischen Kurven eingehen.

10) Der Tatemodul einer elliptischen Kurve: LiISA SAUERMANN

Struktur der m-Torsion einer elliptischen Kurve [Sil, III, Cor. 6.4]. Operation der
Galoisgruppe auf der m-Torsion [Sil, III, §7 p. 90].

Definition des Tatemoduls und der Galoisdarstellung p, [Sil, III, §7]. Tatemodule
der multiplikativen Gruppe [Sil, III, Rem. 7.3].

Grad einer Isogenie, der Grad ist quadratische Form auf Hom(FE, E’) [Sil, III, Cor.
6.3].

Einbettung der Isogenien F — E’ in die Abbildungen auf dem Tatemodul [Sil, I1I,
Thm. 7.4].

Ohne Beweis: Elliptische Kurven iiber endlichen Kérpern oder Zahlkérpern sind
isogen, falls ihre Tatemoduln isomorph sind [Sil, III, Thm. 7.7].

11) Weilpaarung und Endomorphismenring: THOMAS POGUNTKE
Definition der Weilpaarung auf der m-Torsion.

Eigenschaften der Weilpaarung (hier sollen die Eigenschaften aus [Sil, III, Prop.
8.1, Prop. 8.2, Prop. 8.3] aus der funktoriellen Definition hergeleitet werden.)
Explizite Beschreibung mittels Divisoren [Sil, III, §§].

Die Weilpaarung auf dem Tatemodul.

Der Endomorphismenring einer elliptischen Kurve [Sil, IIT, Thm. 9.3, Cor. 9.4].

12) Elliptische Kurven in positiver Charkteristik

Der Endomorphismenring einer elliptischen Kurve in Charakteristik p [Sil, V, Thm.
3.1] (ohne die Aussgen iiber die formale Gruppe).

Beispiel einer supersinguléren elliptischen Kurve.

Der Satz von Hasse [Sil, V, Thm. 1.1].



Je nachdem wieviel Zeit verbleibt: Zetafunktion und Weilvermutung [Sil, V, §2],
[Har, Appendix C, 1,2]. Die Weilvermutung fiir elliptische Kurven iiber endlichen
Korpern [Sil, V, Prop. 2.3, Thm. 2.4].
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