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Anwesenheitsaufgaben fiir die Tutorien der 6. Woche
Lineare Algebra 1

Aufgabe 1. Betrachte die folgenden Korper K und K-Vektorrdume (V, 4+, -), und entscheide
jeweils ob die Teilmenge M C V linear unabhéngig ist und/oder ein Erzeugendensystem
bildet.

(a) K =R, V=R M= {(0,0),(1

(b) K=R,V=R% M=1{(1,1),(1,0)};

(c) K=R, V=R M=1{(1,1,1),(2,2,2)};

(d) K=R,V=R3 M=1{(1,0,1),(0,1,0),(1,1,1)};
K=R, V=RM={(1,1,1),(2,1,2),(1,0,0), (4,1,4)};

f) K =T, V= (F2)% M={(0,1),(1,0)}

g) K=R,V=C, M={84+4i,1};
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h) K=Q,V=C, M= {1,V2,V3i}.

Aufgabe 2. Sei K ein Korper und (V,+,+) ein K-Vektorraum. Seien aq,az,b1,be € K mit
a1bo # aoby. Zeige: Falls vi,vo, ..., v, mit v; € V linear unabhéngig sind, so ist auch
ajvy + byvg, aguy + bava, v3, V4, ..., Uy

linear unabhéngig.

Aufgabe 3. Wir betrachten den R-Vektorraum g.Pol(R,R), +, ) aller polynomialen Abbil-
dungen f: R — R, welcher in Aufgabe 3(b) auf Ubungsblatt 5 besprochen wurde.

(a) Fiir eine polynomiale Abbildung f € Pol(R,R) bezeichnen wir mit deg(f) den Grad
von f, d.h. die natiirliche Zahl d, sodass es reelle Zahlen ag,ay,...,aq mit ag # 0 und
folgender Eigenschaft gibt:

f(2) = agz® + ag_12% 1+ -+ ao fiir alle z € R.

Zeige, dass deg(f) € N wohldefiniert ist, d.h. dass d = deg(f) eindeutig durch f €
Pol(R,R) bestimmt ist. (Hinweis: Man darf ohne Beweis verwenden, dass ein Polynom
p(x) = apa™ + ap_12" 1 + - + ag mit a, # 0 nur endlich viele Nullstellen besitzt.)

(b) Sei n € N eine natiirliche Zahl und sei

{fo. f1, fas- -, fa} C Pol(R,R)

eine linear unabhéngige Teilmenge. Zeige, dass es einen Index ¢ € {0,1,2,...,n} gibt,
sodass deg(f;) > n.

Aufgabe 4. Sei F ein endlicher Kérper und (V, 4+, -) ein endlich erzeugbarer F-Vektorraum.
Zeige, dass V endlich ist. Wie viele Elemente hat V7



