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Kurzfassung

Sei I' eine diskrete Gruppe, die auf einer zusammenziehbaren Mannigfaltigkeit
X differenzierbar und eigentlich diskontinuierlich operiert. Ein wichtiges Beispiel
ist die Operation von arithmetischen Untergruppen I' gewisser Liegruppen G auf
dem symmetrischen Raum X = G/K, wobei K < G eine maximalkompakte Un-
tergruppe ist. Jeder Darstellung M von T" (etwa iiber dem Korper k& = C) kann
man auf natiirliche Weise eine Garbe M auf Y = I'\ X zuordnen und man hat
einen wohlbekannten Isomorphismus H*(I'; M) = H*(Y; M), der ein grundlegen-
des Hilfsmittel zur geometrischen Beschreibung der Gruppenkohomologie ist.

Dieser Isomorphismus lésst sich folgendermafen verallgemeinern: Es existiert
ein Homomorphismus « : H*(I'; Hom(M,N)) — Ext*(M,N), der ein Isomor-
phismus ist, sofern eine der Darstellungen M oder N trivial, also gleich C ist.
Der Beweis, dass « im Falle N = £ ein Isomorphismus ist, folgt daraus, dass
dann &t/ (M, N) = 0 fiir alle j > 0 gilt. In einer unverdffentlichten Arbeit hat
W. Singhof dies mit Hilfe der Poincaré-Verdier-Dualitiat gezeigt. In der vorlie-
genden Arbeit wird dieser tiefliegende Dualitdtssatz vermieden. Dieses Resultat
ergibt sich namlich als eine direkte Konsequenz eines allgemeinen Studiums des
Homomorphismus « fiir beliebige M und N, wobei wir uns auch auf die Entwick-
lung von Berechnungsmethoden fiir die Invarianten Ext*(M, N') bzw. der Garben
Ext* (M, N) konzentrieren, in der Hoffnung, niitzliche Informationen iiber die Ko-
homologie von I' zu erhalten.

Ein Hauptresultat dieser Arbeit ist, dass « ein Teil einer langen exakten Se-
quenz ist, wobei jeder dritte Term dieser exakten Sequenz durch die Homologie
der I'-Invarianten W! eines kombinatorisch definierten Kettenkomplexes W, von
[-Moduln ist. Genauer ist W, eine Art simplizialer Kettenkomplex auf der sin-
guldren Menge X, mit einem (nicht lokalkonstanten) von den Stabilisatoren und
den Darstellungen M und N von I' abhingigen Koeffizientensystem. Eine lokale
Version der eben genannten Vorgehensweise zeigt, dass &xt* (M, N) die Homo-
logie eines dhnlich definierten Komplexes von konstruierbaren Garben ist. Wir
erhalten Endlichkeits- und Verschwindungsresultate fiir die genannten Invarian-
ten.

Schliefslich diskutieren wir niedrigdimensionale Beispiele, insbesondere die Mo-
dulgruppe SLs(Z) und die Gruppen I' = SLy(O), wobei O der Ganzheitsring eines
imagindr quadratischen Zahlkorpers ist.
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Abstract

Let I' be a discrete group which acts on a contractible manifold X smoothly
and properly discontinuously. An important example is the action of arithme-
tic subgroups I' of certain Lie groups G on the associated symmetric space
X = G/K where K < G is a maximal compact subgroup. To each represen-
tation M of I' (say, over the ground field k& = C) one can associate a sheaf M on
the quotient Y = I'\ X in a natural way and there is a well known isomorphism
H*(I';M) =2 H*(Y; M) which is a basic tool to describe group cohomology geo-
metrically.

This isomorphism can be generalized as follows. There is a homomorphism
a : H*(I'; Hom(M, N)) — Ext*(M,N), which is an isomorphism whenever one of
the representations M or N of I' is trivial. The proof that « is an isomorphism
in the N = C case follows from the fact that the sheaves &t/ (M, N) vanish for
each 7 > 0, which was shown by Singhof in an unpublished paper with the help of
Poincaré-Verdier-Duality. The approach presented in this thesis avoids this sophi-
sticated tool. The result will, instead, be a direct consequence of a general study
of the map « for arbitrary M and N. Furthermore, we are interested in developing
tools for the computations of the invariants Ext*(M, N) and &t* (M, N) in the
hope that they yield useful information about the cohomology of T'.

One of the main results is that the comparison map « fits into a long exact
sequence where every third term in the sequence is given by the homology of the
[-invariants WL of a combinatorially defined complex W, of I'-modules. More
precisely, W, is a kind of simplicial chain complex on the singular set X, with
respect to a (not locally constant) coefficient system which depends on the stabi-
lizers of I and on the representations M and N. A local version of this procedure
shows that &xt*(M,N') is the homology of a chain complex of similarly defined
constructable sheaves. We gain vanishing and finiteness results for the invariants
mentioned above.

Finally, low dimensional examples are discussed, in particular the modular
group SLy(Z) and the groups I' = SLy(O) wehre O is the ring of integers of some
quadratic imaginary number field.
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Einleitung

Sei I' eine diskrete Gruppe und k = R oder £ = C der Grundkorper. Der klassische
[somorphismus

H*(T') = H*(BI),

lasst sich auf eine wohlbekannte Weise, wie man aus Grothendiecks klassischem
Tohoku-Artikel herleiten kann, in der Sprache der Garbenkohomologie verallge-
meinern: Es existiert ein Isomorphismus

(0.1) HY([; M) = H(IT\X; M),

wobei X ein zusammenziehbarer topologischer Raum ist, auf dem I' diskontinu-
ierlich operiert und M eine Garbe, die funktoriell einer k-linearen Darstellung
M von I' assoziiert wird. Genauer ist M = pL(M), wobei pl der Funktor ist,
der einer I'-Garbe F auf X die I'-Invarianten von p,F zuordnet. Dieser Funktor
ist ein wichtiges Hilfsmittel in der dquivarianten Garbentheorie (siche z.B. [BL],
|Grol), so wie der Isomorphismus 0.1 ein wichtiges Hilfsmittel fir das Studium
arithmetischer Gruppen ist, wie z.B. in [Har| oder [LS| erldutert wird.

Ist eine arithmetische Gruppe I' eingebettet als eine diskrete Untergruppe in ei-
ner halbeinfachen Liegruppe G, so operiert I' auf natiirliche Weise auf dem zusam-
menziehbaren symmetrischen Raum X = G/K, mit K einer maximalkompakten
Untergruppe von G. In diesem Fall ist die Operation glatt und orientierungser-
haltend. Fiigen wir diese beiden Voraussetzungen zu den Generalvoraussetzungen
an X und T hinzu, so verschwinden die Garben &t/ (M, k) fiir alle j > 0, [Sin].
Die Lokal-Global-Spektralsequenz kollabiert und liefert einen Isomorphismus

(0.2) Ext"(M, k) = H*(I;MY),

wobei MY = Hom(M, k) die zu M duale Darstellung ist. Dies und 0.1 lassen sich zu-
sammen auf die folgende niitzliche Weise verallgemeinern: Fiir alle Darstellungen
M und N von I' existiert ein kanonischer Vergleichshomomorphismus

(0.3) a: H*(I',Hom(M,N)) — Ext*(M,N),

welcher ein Isomorphismus ist, sobald M oder N eine triviale Darstellung von I’
ist.

Mein Ziel ist es, ein besseres Verstandnis der allgemeinen Situation mit nicht
notwendig trivialen Darstellungen M und N zu erlangen. Fiir eine Theorie, die die-
sen Homomorphismus zufriedenstellend erkldren soll, ist es wiinschenswert, dass
sie die Isomorphismen 0.1 und 0.2 als direkte Konsequenzen liefert. Wir mochten
an einfachen Merkmalen der Operation von I' auf M und N sowie X erkennen,
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wann « ein Isomorphismus ist. Die Suche nach solch einer Theorie sollte mit der
Suche nach Berechnungsmethoden fiir Ext*(M,N) bzw. &t*(M,N) einherge-
hen, da wir erwarten, durch diese Berechnungen via a Informationen iiber die
Gruppenkohomologie H*(I'; Hom(M, N)) zu erhalten. Auch deswegen ist jede ho-
mologische Information iiber « interessant.

Schnell ist klar, dass bei einer freien Operation von I' (z.B. T" torsionsfrei) o
immer ein Isomorphismus ist, weil M und N lokalkonstante Garben, oder, mit an-
deren Worten, lokale Koeffizientensysteme sind. In dieser Arbeit beschéftigen wir
uns gezielt mit dem umgekehrten Fall, in dem die Operation nicht frei ist. Dieser
ist komplizierter, zum Beispiel weil o im Allgemeinen kein Isomorphismus mehr
ist, wie wir an einfachen Beispielen sehen werden (i.A. auch dann nicht, wenn
M und N irreduzibel und nicht isomorph zueinander sind, wie man vielleicht er-
warten wiirde). Dies fiihrt u.a. dazu, dass der Ubergang zu einer torsionsfreien
Untergruppe von I' mit endlichem Index die Ext-Invarianten dndert. Dies steht in
starkem Kontrast zur Gruppenkohomologie, dort ist dieser Ubergang ein iiblicher
Trick, um eine freie Operation zu erzwingen.

Aus der Definition des Homomorphismus « geht hervor, dass er kanonisch
Teil eines exakten Tripels ist, d.h. dass sie in einer langen exakten Sequenz sitzt.
Das erste Hauptresultat dieser Arbeit, welches wir nun erlautern, gibt eine Be-
schreibung des dritten Terms dieses exakten Tripels: Man wéhle eine dquivariante
Triangulierung von X und definiere den Kettenkomplex W, durch

W; = J[ Hom(M/M™ N),

dim o=j

wobei I', der Stabilisator des Simplexes o ist. Das Differential des Komplexes ist
induziert von allen Inklusionen MY C MI* und geeigneten Vorzeichen (Inzidenz-
zahlen), wobei wir alle Simplizes 7 einer festen Dimension und deren Seiten o
durchlaufen.

Theorem A. Sei I eine diskrete Gruppe und X eine zusammenziehbare Man-
nigfaltigkeit, auf der I diskontinuierlich und glatt operiert. Dann sitzt o in einer
langen exakten Sequenz

. — H;(W! ) — H’(I'; Hom(M, N)) % Ext/(M,N) 5 ...

Der Komplex W, ist trivial, falls eine der beiden Darstellungen M, N die triviale
Darstellung von I' ist, so dass 0.1 und 0.2 eine direkte Folgerung aus diesem
Theorem sind. Man bekommt sogar ein etwas allgemeineres (nicht notwendiges)
Kriterium: Wenn fiir alle x € X die I';-Moduln M und N aufser den trivialen
Moduln sonst keine gemeinsamen irreduziblen Faktoren besitzen, so ist « ein
[somorphismus.
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Die Methoden des Beweises von Theorem A gehen von einer allgemeineren
Situation aus: Man untersucht konstruierbare I'-Untergarben X der konstanten
Garbe Mx. Die von der Inklusion K C My induzierte Abbildung Ext}.(Mx, Nx)
— Ext].(KC, Nx) sitzt wie die Abbildung « aus Theorem A in einer langen exakten
Sequenz, in der W, auf die gleiche Weise definiert ist (man ersetze nur M= durch
den Halm von K {iber dem Simplex o). Durch spezielle Wahlen von K bekommt
man interessante lange exakte Sequenzen. Wahlt man beispielsweise M = k und K
als die konstante Garbe auf der reguldaren Menge X,., die trivial auf X fortgesetzt
ist, so erhélt man eine lange exakte Sequenz

= Hy WD S HY(Y: M) D H (VM) S

dabei ist j : Y, C Y die Inklusion und WJF ist isomorph zu [[ 4, ,— i MP. Im Falle
der Zusammenziehbarkeit von X ist dies eine Sequenz, die aufgrund von 0.1 zur
Untersuchung der Kohomologie von I' dienen kann. Denn einerseits ist W, einfach
zu beschreiben und andererseits ist M ein lokales Koeffizientensystem iiber Y,
so dass zu erwarten ist, dass man H*(Y,; M) versteht, wenn die Topologie von
Y, verstanden ist.

Eine lokale Version der obigen Vorgehensweise liefert einen Komplex WY von
Garben auf I'\ X, der iiber jedem Simplex o von X isomorph zur konstanten
Garbe von Komplexen mit Halm W,|, := ][, Homp (M/M" N) ist. Also ist
dieser Komplex von Garben kombinatorischer Natur und seine Homologiegarben
beschreiben die Garben &xt* (M, N):

Theorem B. Es existiert fir alle j € Z ein Isomorphismus von Garben

&th(./\/l,./\/) = Hn,jflw.

Dies liefert einen alternativen Beweis der Verschwindung &xt? (M, ky) = 0 fiir
alle j > 0, da wir nicht auf die Poincaré-Verdier-Dualitét zuriickgreifen, welche
beim urspriinglichen Beweis in [Sin| benutzt wurde.

Aus der Theorie, die diese Theoreme umgibt, werden einige Aussagen iiber die
Struktur und Berechnungsmethoden der Invarianten Ext*(M, N') und &xt* (M, N)
hergeleitet. Als Beispiel nennen wir folgendes Theorem iiber allgemeine Verschwin-
dung dieser Invarianten, welches wir ebenfalls zu den Hauptresultaten zéhlen.

Theorem C. Sei X ein zusammenziehbarer Raum der Dimension n, auf dem
eine diskrete Gruppe I diskontinuierlich operiert; seien M und N Darstellungen
von I

(i) Der Vergleichshomomorphismus o : H?(I'; Hom(M, N)) — Ext? (M, N) aus
0.3 1st surjektiv fir j = n und bijektiv fir j > n.
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(i1) Es gilt Ext!(M,N) = 0 fir alle j > n. Ist dariiberhinaus die Operati-
on von T' auf X nicht kokompakt (d.h. T\X ist nicht kompakt), so gilt
Ext"(M,N) = 0.

(iii) Es gilt Ext! (M, N) = 0 fiir alle j > n.

(iv) Esist HP(Y; Ext'(M,N)) = 0 fiir alle p,q = 0 mit p+q > n.

Wir diskutieren Beispiele, welche zeigen, dass dieser Verschwindungssatz i.A. nicht
verbessert werden kann. Dariiberhinaus diskutieren wir im Abschnitt 4.d. End-
lichkeitsresultate fiir die Invarianten Ext*(M, N, &xt* (M, N') und WL,

Aufbau und Kenntlichmachung der eigenen Arbeit.

Im Folgenden geben wir kurze Zusammenfassungen der einzelnen Kapitel und
fiihren deren Ziele an. Obwohl im Text durch Quellenangaben ersichtlich ist, wel-
che Stellen die eigene Arbeit des Autors sind und welche Materialien aus anderen
Quellen zusammengestellt wurden bzw. welche wohlbekannten Ideen verwendet
werden, soll diese Differenzierung der Ubersicht halber in folgender Zusammen-
fassung durch kursive Schrift kenntlich gemacht werden.

Kapitel 1 dient zwei Zwecken. Einerseits sollen die grundlegenden Begriffe
(diskontinuierliche Operationen, dquivariante Garben) eingefithrt und die klassi-
schen Resultate (Grothendiecks Isomorphismus 0.1 und Singhofs Beobachtung
0.2) vorgestellt werden — grofstenteils folgen wir dabei Grothendiecks klassischem
Tohoku-Artikel [Gro]. Andererseits sollen auf diese Weise die Notationen festge-
legt werden. Zentral ist auch die Einfiihrung des Vergleichshomomorphismus 0.3,
der es spéter ermdglichen wird, die beiden klassischen Resultate 0.1 und 0.2 als
Spezialfall eines allgemeinen Phdnomens zu sehen. Der grifite Teil dieses Ka-
pitels ist aus verschiedenen Quellen, z.B. [Gro], [KS], [Bre2], zusammengestellt
und einige elementare Figenschaften des Ext-Funktors werden aus diesen Quellen
abgeleitet. Die Finfiihrung des Vergleichshomomorphismus 0.3 im Abschnitt 1.c
war ein Ansatz des Autors, um 0.1 und 0.2 in einem gemeinsamen Kontext zu
sehen.

In Kapitel 2 untersuchen wir gewisse Stratifizierungen diskontinuierlicher
Réaume. Als ein besonders wichtiges Beispiel von Stratifizierungen betrachten wir
aquivariante Triangulierungen. Nach der Einfiihrung dieser Begriffe und Diskussi-
on ihrer grundlegenden Eigenschaften behandeln wir konstruierbare Garben. Das
sind Garben, die auf jedem einzelnen Stratum einer gewéhlten Stratifizierung (lo-
kal)konstant sind. Besondere Bedeutung bekommt die ,Isotropie-Filtrierung®, die
einer konstruierbaren Untergarbe einer konstanten Garbe assoziiert wird, denn
diese ist der Ausgangspunkt der weiteren Theorie zur Untersuchung des Ver-
gleichshomomorphismus in den spéateren Kapiteln. Die Stratifizierung eines dis-
kontinuierlichen I'-Raumes durch Orbitbindel ist bekannt. Die notwendigen De-
tails sind mangels zufriedenstellender Quellen hier ausgearbeitet. Abschnitte 2.c
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und 2.d sind eigene Arbeiten des Autors. Abschnitt 2.d. behandelt eine Version
des Vietoris-Satzes, die auf eine bekannte Version [Bor2| zurickgefihrt wird. Die
Version im Abschnitt 2.d. kann auch auf die in [BL] zuriickgefiihrt werden, aber
die Beweise in der vorliegenden Arbeit sind elementarer.

Die darauf folgenden Kapitel 3 bis 7 sind eigene Arbeiten des Autors.

Kapitel 3 ist den Hauptresultaten dieser Arbeit gewidmet. Wir fithren den
oben genannten Kettenkomplex W, von graduierten I'-Moduln ein, welcher einen
Grofteil des Es-Terms einer Spektralsequenz bestimmt, die gegen Ext*(M,N)
konvergiert. Aus dieser Spektralsequenz lassen sich dann die Theoreme A, B und
C herleiten und die eingangs erwahnten klassischen Resultate 0.1 und 0.2 werden
wir als Spezialfélle erkennen.

In Kapitel 4 diskutieren wir, wie diese Theorie fiir Berechnungen der Inva-
rianten Ext*(M,N) und (der Halme) der Garben &xt*(M, N) genutzt werden
kann. In kleinen Dimensionen sind diese Rechnungen durchfiihrbar: Wir bestim-
men die Halme von &xt*(M,N) fiir alle X der Dimension < 3 und berechnen
vollstéandig die Invarianten Ext*(M,N) fiir 2-dimensionale, zusammenziehbare
diskontinuierliche I'-Réume (z.B. die Operation von SLy(Z) auf der oberen Halb-
ebene). Fiir die Operation von SLy(O) auf dem oberen Halbraum, wobei O der
Ganzheitsring eines imaginéir quadratischen Zahlkorpersist, werden Ansétze zur
Berechnung von H,W! fiir den Spezialfall M = N = M,, kommentiert, wobei M,,
der SLy(C)-Modul der bindren homogenen Polynome vom Grad n ist.

In Kapitel 5 beschéftigen wir uns mit dem De-Rham-Komplex und seinen
Azyklitatseigenschaften, vor allem beztiglich des Funktors Extf(Myz; —), wobei
Z C X eine I'-invariante, lokalabgeschlossen Teilmenge von X ist (Z = X ist
zugelassen). Dieser Funktor ist verwandt mit der Kohomologie mit Tréger in Z.
Einerseits ist dieses Kapitel fiir sich genommen interessant, da man z.B. als Resul-
tat die Berechenbarkeit von Ext*(M, N) mit der De-Rham-Auflésung bekommt.
Andererseits dient dieses Kapitel der technischen Vorbereitung des Kapitels 6,
das vollstandig dem Beweis der Existenz einer Spektralsequenz aus Kapitel 3 ge-
widmet ist, aus der alle dort enthaltenen Hauptresultate hervorgehen.

Kapitel 7 resiimiert die Arbeit. In Abschnitt 7b skizzieren wir auch einen
alternativen Beweis der Existenz der zentralen Spektralsequenz aus Kapitel 3.
In diesem Beweis wird nicht von der De-Rham-Auflésung Gebrauch gemacht, so
dass dieser Zugang analoge Resultate fiir positive Charakteristik liefert. Die Be-
weismethoden sind jedoch nahezu identisch und deshalb verzichten wir auf eine
detaillierte Wiedergabe. Das Kapitel endet mit einer Ubersicht {iber méogliche
weiterfithrende Themen und interessante Fragestellungen, die im Rahmen dieser
Arbeit nicht behandelt werden konnten.
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1 Grundlagen

In diesem Kapitel behandeln diskontinuierliche Operationen bzw. Réume und
dquivarianten Garben. Wir besprechen die Isomorphismen 0.1 und 0.2 und fiithren
den Vergleichshomomorphismus 0.3 ein. Aufterdem untersuchen wir elementare
Eigenschaften des Ext-Funktors.

Sei I' eine diskrete Gruppe. Ein I'-Raum X ist ein topologischer Raum X,
auf dem I' von links durch Homéomorphismen g : X — X, g € T', operiert.
Ist X eine Mannigfaltigkeit, so verlangen wir zusétzlich, dass die g : X — X
Diffeomorphismen sind.

Fiir einen Teilraum Z C X definieren wir den Stabilisator 'y = {g € T'|gZ =
Z}. Wir setzen I'y = I'(y fiir alle # € X. Ein Teilraum Z C X heifst I'-invariant,
wenn 'y = I gilt. In diesem Fall ist Z kanonisch ein I'-Raum.

1.a. Diskontinuierliche Operationen

Sei X eine n-dimensionale, glatte Mannigfaltigkeit und I' eine diskrete Gruppe,
die glatt (von links) auf X operiert. Auferdem sei die Operation diskontinuierlich.
Das heifst, dass sie Grothendiecks Bedingungen (D1) und (D2), die in [Gro, S. 203]
als Bedingung (D) zusammengefasst sind, erfiillen soll:

(D1) Fiir alle z € X ist der Stabilisator I',, endlich.

(D2) Jedes z € X besitzt eine Umgebung V', so dass gV NV = & fir alle
gel' =T, gilt.

Man beachte, dass die Umgebung V' wegen (D1) I'y-invariant gewéhlt werden

kann.

Es sei bemerkt, dass die hier verwendete Bezeichnung ,diskontinuierlich® veral-
tet ist und in der Literatur der Terminus ,eigentlich diskontinuierlich vorgezogen
wird.

Um die Schreibweise zu vereinfachen, sagen wir in dieser Situation, dass X
ein diskontinuierlicher I'-Raum ist. Dariiberhinaus sagen wir, dass X ein orien-
tierbarer diskontinuierlicher I'-Raum ist, wenn beziiglich einer (und damit jeder)
Orientierung von X die Operation von I' orientierungserhaltend wird (dies setzt
insbesondere voraus, dass X als Mannigfaltigkeit orientierbar ist).

Sei 'y = {g € I' | g = z fur alle x € X}. Dies ist ein Normalteiler von I'
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und I'/T'y operiert diskontinuierlich und effektiv auf X. Auf diese Weise kénnen
wir stets und werden oft die Effektivitat einer Operation erzwingen. Man beachte,
dass 'y der Schnitt aller I', tiber alle x € X und somit nach (D1) endlich ist.

Wir werden den Raum der Orbits I'\ X (versehen mit der Quotiententopo-
logie) stets Y nennen und die natiirliche Projektion durch p : X — Y notieren.
Bekanntlich ist p eine offene, abgeschlossene und stetige Surjektion, welche genau
dann eine Uberlagerung ist, wenn I'g = I, fiir alle 2 € X gilt (zum Beispiel wenn
die Operation von I' frei ist).

1.1. Proposition. IstV eine I',-invariante Umgebung eines Punktes x € X, die
(D2) erfullt, so gilt

p (V) = J[ v =TxwV,

QEF/FI

wobei hier mit ,=“ ein Isomorphismus von differenzierbaren I'-Rdumen gemeint
ist. Ist insbesondere N ein topologischer k-Vektorraum mit einer stetigen und
linearen I'-Operation, so existiert ein Isomorphismus von I'-Moduln

C(p~'(p(V)),N) = coindr,, C(V,N),

wobei C'(—,N) den Vektorraum der stetigen Abbildungen in N bezeichnet.

Die folgende Proposition liefert die Standardbeispiele diskontinuierlicher Opera-
tionen.

1.2. Proposition. Sei G eine Liegruppe, K < G eine kompakte und I' < G eine
diskrete Untergruppe. Dann ist X = G/K mit der kanonischen Operation von I'
(von links) ein orientierbarer diskontinuierlicher T'-Raum. Dariberhinaus ist X
zusammenziehbar, wenn G halbeinfach und K eine maximalkompakte Untergruppe
von G ist.

Beweis. Das sind die Propositionen 1.6. und 1.7. von [Shi] und fir die letzte
Aussage sei z.B. auf Theorem VI.2.2. aus [Hel| verwiesen. O]

1.8. Beispiel. a) Jede Operation einer endlichen Gruppe auf einem Hausdorff-
raum erfiillt Grothendiecks Bedingungen (D1) und (D2).

b) Einen Spezialfall des letzten Beispiels erhdlt man aus einem Gruppenhomo-
morphismus ¢ : G — GL,(R), wobei G eine endliche Gruppe ist, indem man
G via ¢ auf R™ operieren lasst, so dass R auf diese Weise ein diskontinuierli-
cher G-Raum wird.

c¢) Das klassische Beispiel der Operation der Modulgruppe SLs(Z) auf der oberen
Halbebene h? = {z € C|Im(z) > 0} ist diskontinuierlich
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d) Man kann die obige Operation auf eine Operation von SLy(Q) auf den oberen
Halbraum h* = C x R, ,fortsetzen“, wobei O der Ganzheitsring eines imagi-
nirquadratischen Zahlkdrpers Q(v/—d) fiir eine quadratfreie natiirliche Zahl
d > 0 ist. Eine explizite Formel ist z.B. in [Swal|, Lemma 3.1., gegeben.

e) Die letzten beiden Beispiele sind Instanzen einer interessanten allgemeinen
Konstruktion. Sei G die Liegruppe der reellwertigen oder komplexwertigen
Punkte einer halbeinfachen, algebraischen Gruppe G iiber Q, d.h. G = G(R)
oder G = G(C). Sei K eine maximalkompakte Untergruppe von G (so ein
K existiert und eine andere maximalkompakte Untergruppe ist stets konju-
giert zu K, vgl. [Hel, VI.2.2]). Nach 1.2. ist X = G/K ein orientierbarer,
zusammenziehbarer diskontinuierlicher I'-Raum fiir jede diskrete Untergruppe
[' < G. Man bekommt die Beispiele ¢) und d), wenn man diese Konstruktion
ausgehend von der algebraischen Gruppe SLy durchfiihrt.

Folgende Proposition besagt anschaulich, dass jeder diskontinuierliche I'-Raum
lokal wie Beispiel b) aussieht.

1.4. Proposition (|Brel|). Jeder Punktx € X besitzt eine I',-invariante Koordi-
natenumgebung V' zusammen mit einem Diffeomorphismus ¢ : V. — R", so dass
Y(yv) = o(y)Y(v) fir alley € T'y und v € V' gilt, wobei ¢ der Homomorphismus

¢ : Ty — GL.(T,X) ™ GL,(R), g+ dytbog.

ist. Mit anderen Worten operiert I, linear auf kleine Umgebungen von x.

Definition. Eine I',-invariante Umgebung V' eines Punktes x € X wie in der
letzten Proposition heifst zuldssig, wenn sie zuséatzlich Grothendiecks Bedingung
(D2) erfiillt. Eine Umgebung U von p(z) € Y heifit zuldssig, wenn eine zuldssige
Umgebung V' von z mit p(V') = U existiert. Das Paar (V, U) heifit dann zuldssiges
Paar von Umgebungen von (x,p(x)).

Bemerkung. Jeder Punkt x € X besitzt eine Basis von zuldssigen Umgebungen.
Man wiahle dafiir zunédchst eine I',-invariante Koordinatenumgebung V', die in
einer zulassige Umgebung von = enthalten ist und die Bedingungen aus 1.4. erfiillt
und man wahle eine I',-invariante Riemannsche Metrik d auf V. Dann bilden die
Vi, = Uld/n(x), n € N, eine Basis von zulassigen Umgebungen von x.

Dies motiviert die folgende

1.5. Definition (Lokale Modelle). Wir nennen das Paar (V| G), bestehend aus
einer endlichen Gruppe G und einem n-dimensionalen G-Raum V', ein (n-di-
mensionales) lokales Modell, wenn ein Diffeomorphismus ¢ : V' — R™ und ein
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Homomorphismus ¢ : G — O(n) existiert, so dass ¢(g - x) = ¥(g) - ¢(g) fiir alle
g € G und z € X gilt. Dabei operiere ¥(G) C O(n) in natiirlicher Weise auf R™.

In dieser Terminologie ist (V,T',) ein lokales Modell fiir jede zuldssige Umge-
bung V eines jeden Punktes x € X, denn wegen der Endlichkeit von I', existiert
ein I',-invariantes Skalarprodukt auf R" = V.

Definition. Sei X, C X der Teilraum der reguliren Punkte, d.h. der Punkte
r € X mit ', = I'y. Dies ist eine I'-invariante Teilmenge. Die Punkte des Kom-
plements X, = X — X, heiflen singuldre Punkte.

Ist V = R” eine zuldssige Umgebung eines Punktes z € X, so ist V N X = V;
die Vereinigung von Untervektorrdumen der Dimension < n nach 1.4. und damit
gilt:

1.6. Korollar. Die requldren Punkte X, bilden eine offene und dichte Teilmenge
von X. Ist X dariberhinaus ein zusammenhdingender, orientierbarer diskontinu-
erlicher I'-Raum, so ist X, zusammenhdangend.

Beweis. Nach 1.4. ist X, eine lokalendliche Vereinigung von Untermannigfaltig-
keiten der Dimension < n, also ist X, = X — X, dicht in X. Auflerdem ist X
abgeschlossen in X: sei (z,) eine Folge in X die gegen ein x € X konvergiert.
Ohne Einschriankung ist (x,,) in einer zuléssigen Umgebung V' von x enthalten.
Insbesondere ist I', D I',, fiir alle n und damit x € X,. Daraus folgt, dass X,
offen ist.

Ist X ein orientierbarer I'-Raum, so ist X eine lokalendliche Vereinigung von
Untervektorrdumen der Dimension < n — 2, denn jedes g € I' operiert lokal als
eine SO(2)-Matrix und der Fixpunktraum solcher Matrizen besitzt mindestens
die Kodimension 2. Insbesondere besitzt X, = X — X, die gleiche Anzahl an
Zusammenhangskomponenten wie X. O

1.b. Darstellungen und Aquivariante Garben

In disem Abschnitt nehmen wir an, dass k ein beliebiger kommutativer Ring mit
1 ist. Spater nehmen wir wieder £ = R oder = C an. Die Kategorie der Garben
auf X mit Werten in k-mod notieren wir durch Sh(X) und ein Objekt nennen
wir der Einfachheit wegen Garbe auf X. Fiir jeden k-Modul A bezeichnet Ax die
konstante Garbe auf X mit Halmen A.

['-Moduln (Notation). Bevor wir auf I'-Garben eingehen, wollen wir an einige
Grundlagen und Notationen fiir I'-Moduln erinnern. Die Gruppenalgebra von I'
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tiber k bezeichnen wir mit kI" = k[I']. Einen kI-Modul bezeichnen wir auch als I'-
Modul (dies fiithrt nicht zu Missverstéandnissen, da der Grundring immer k heifst).

Die Kategorie der (Links)-I'-Moduln wird auch durch I'-mod notiert. Ein I'-
Modul heifst trivialer I'-Modul, wenn jedes g € I' als Identitdt auf dem Modul
operiert. Weiterhin heiftt ein I'-Modul M eine Darstellung von I', wenn er als
k-Modul endlich erzeugt und frei ist. Darstellungen entsprechen in eindeutiger
Weise den Gruppenhomomorphismen I' — GL,, (k) mit n > 1.

Wir setzen H*(I'; M) := Ext;(k, M), wobei wir hier k£ als einen trivialen I'-
Modul interpretieren. Der k-Vektorraum Homy (M, N) besitzt fiir alle I'-Moduln
M und N eine kanonische I'-Modulstruktur gegeben durch (gp)(m) := go(g~tm)
firalleg e I', m € Mund ¢ : M — N. Das Tensorprodukt M®& N besitzt ebenfalls
eine kanonische I'-Modulstruktur, die durch die diagonale Operation gegeben ist.
Wenn k ein Korper ist, so gilt auf natiirliche Weise:

(1.7) Ext;r(M,N) = H*(T'; Hom(M,N)),  M,N € I'-mod,

denn der Funktor Homy (M, —) ist in diesem Fall exakt und erhélt als Rechtsadjun-
gierter ( zu — ® M) injektive Objekte. Dariiberhinaus gilt Hom(M,N) = MY @ N
als I'-Moduln, wenn M oder N endlichdimensional iiber & ist und MY = Hom(M, k)
den dualen Modul bezeichnet.

Ist H < T eine Untergruppe, so sei U: I''mod — H-mod der Vergissfunk-
tor. Dieser besitzt einen Rechtsadjungierten coind% und einen Linksadjungierten
ind},. Fiir einen H-Modul M kann man definieren:

coindp (M) = [ M

gel'/H

mit der offensichtlichen Operation von I' auf der rechten Seite. Bei ind}; geht man
genauso vor, nur ersetzt man das Produkt durch das Koprodukt. Vgl. auch [Wei].

Grothendiecks Isomorphismus. Sei M ein k['-Modul. Wir ordnen diesem Mo-
dul eine Garbe M € Sh(Y) zu, indem wir fiir alle offenen Teilmengen U C Y
definieren:

M(U) = { lokalkonstante, I'-dquivariante Abbildungen p~*(U) — M }.

Der folgende Satz ist wohlbekannt und wichtiges Hilfsmittel fiir das Studium der
Kohomologie arithmetischer Gruppen.

1.8. Theorem (|Gro, Prop. 5.2.4.]). Sei X ein topologischer Raum auf dem eine
diskrete Gruppe I' diskontinuierlich operiert, d.h. sie erfillt Grothendiecks Be-
dingungen (D1) und (D2). Dann existiert fir alle Darstellungen M von I' ein
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natiirlicher Isomorphismus H*(Y; M) = H*(T'; M).
Wir skizzieren spéter in diesem Abschnitt einen moglichen Beweis dieses Satzes.

1.9. Bemerkung. Es gilt mit den obigen Voraussetzungen H’(I',M) = 0 fiir alle
j > dim(X), vgl. [Bre2, Cor. 16.28, Th. 19.3.]. Siehe auch 1.21. fiir eine dhnliche
Aussage.

Bemerkung. Theorem 1.8. ist eine Verallgemeinerung des klassischen Isomor-
phismus von Eilenberg H*(T') = H*(BI') bzw. H*(T'; M) 2 H*(BT; M) wobei M
ein kanonisch zu M assoziiertes lokales Koeffizientensystem auf BT ist, vgl. z.B.
[Brw, II] oder [Whi, VI.3|. Dafiir benétigt man die folgende Proposition.

1.10. Proposition. Fir alle Darstellungen M von T" qilt:

(a) M|x, ist eine lokalkonstante Garbe auf X, .
(b) Operiert T' trivial auf M, so ist M die konstante Garbe My .

Beweis. Ohne Einschrankung sei die Operation von I' effektiv (ansonsten betrach-
te die Operation von I'/T).

(a) Sei x € X,, d.h. T ist trivial. Sei V eine zuléssige Umgebung von z.
Nach 1.1. ist p~'(p(V)) = [[,ep gV und damit ist der Raum der T-dquivarianten
lokalkonstanten Funktionen p~' (W) — M isomorph zum Raum der lokalkonstan-
ten Funktionen W — M fiir alle offenen Teilmengen W C p(V) (auf W ist p
ein Homomorphismus). Damit ist M|, isomorph zu (p|y).(My) = My, also
konstant.

(b) Sei U C Y eine beliebige offene Teilmenge. Da M ein trivialer I'-Modul ist,
faktorisiert jede I'-dAquivariante lokalkonstante Funktion p~1(U) — M eindeutig
iber eine lokalkonstante Funktion U — M. O

[-Garben. Es existiert ein Funktor pl, so dass M = pl(My) ist. Dabei startet
pL in der Kategorie der I'-Garben, die wir gleich definieren werden (siehe z.B. auch
|Gro, 5.1.], [BL]) und landet in der Kategorie der Garben auf Y, und Mx besitzt
fiir jede Darstellung M eine kanonische I'-Garbenstruktur. Der Funktor pl ist, um
es kurz zu sagen, definiert durch die I'-Invarianten des Push-Forward-Funktors
P« Wir werden jetzt die prazisen Definitionen vorstellen.

Definition. Eine I'-Garbe F auf X ist eine Garbe F (von k-Vektorrdumen)
zusammen mit Strukturmorphismen p% : F — g*F fir alle g € T', die folgende
Bedingungen erfiillen.

o 115 =idr, wobei e € I' das Neutralelement ist.

o n*(1%) ol = p8l fiir alle g, h € T.
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Ist aus dem Kontext ersichtlich, zu welcher Garbe F ein Strukturmorphismus -
gehort, so schreiben wir auch p9 statt p%.

Ein Garbenhomomorphismus f : F — G heifst I'-Morphismus oder I'-dqui-
variant, wenn er mit den Strukturmorphismen von F von G vertauscht, d.h. es
gilt g*(f) = pg o fo(uf)~! fiir alle g € T. Die Kategorie der I'-Garben auf
X und I'-Morphismen, die eine offensichtliche additive Struktur besitzt, notieren
wir durch Sh'(X). Wir schreiben Homy r(F,G) fiir den k-Vektorraum der T'-
Morphismen F — G. Fiir alle F,G € Sh'(X) besitzt die Garbe Hom(F,G) eine
I'-Garbenstruktur gegeben durch die Strukturmorphismen

s Hom(F,G) — Hom(g*F,g*G) = g*Hom(F,G), geT,

wobei beim ersten Pfeil die Strukturmorphismen von F und G und beim zweiten
die Adjunktion [KS, Cor. 2.3.4.] mit der Identitit g* = g;' kombiniert wurde. Es
gilt

H°(X;Hom(F,G)) = Homx(F,G), € kI'mod

also insbesondere H°(X; Hom(F,G))" = Homx r(F,G).

Die homologische Algebra von I'-Garben verhilt sich wie die der gewthnlichen
Garben. Zum Beispiel ist nach [BL, 8.3.] die abgeleitete Kategorie von Sh!(X)
auf die gleiche Weise zu bilden wie die von Sh(X), wenn I' diskret ist. Fiir nicht-
diskrete I' werden dort andere Methoden vorgestellt. Wir benotigen im Moment
nur die folgenden beiden Grundlagen.

Bemerkung (|Gro, Prop. 5.1.1., Prop. 5.1.2.]). Die additive Kategorie Sh''(X)
ist abelsch, bivollstédndig und besitzt geniigend viele Injektive.

Grothendieckspektralsequenzen. Fiir die homologische Algebra in der Kate-
gorie der Garben sind Grothendieck-Spektralsequenzen von grofser Bedeutung.
Wir erinnern an diese und fiihren folgende niitzliche Begriffe ein:

1.11. Bemerkung/Notation. (a) Seien A LS komponierbare linksex-
akte Funktoren zwischen abelschen Kategorien, die geniigend viele Injektive
besitzen. Der Funktor F bilde injektive Objekte auf G-azyklische Objekte ab.
Dann existiert nach |Gro, Th. 2.4.1.] (oder [Wei, 5.8]) eine Spektralsequenz

EPY = RPG o RF = R (G o F).

Diese Spektralsequenz nennen wir die Grothendieckspektralsequenz der Kom-
position G o F'. Der Kantenhomomorphismus R*(G o F') — G o R*F ist auf
folgende kanonische Weise gegeben:
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Sei A — I* eine injektive Auflosung eines Objekts A € A. Es sei
K? = ker(I? — IP*1) = im(/?~! — I?). Aufgrund der Linksexaktheit von F'
ist RPF(A) der Kokern von FIP~! — FKP. Wenden wir G an, so ist die Kom-
position G(FIP~') — G(FK?) — G(RPF(A)) Null. Daher induziert diese Se-
quenz einen Homomorphismus RP(GF)(A) — G(RP(A)), denn aus dem glei-
chen Grund wie oben ist RP(GF)(A) der Kokern von GF(IP~) — GF(KP).

(b) Sei (F,U) : C — D eine Adjunktion (d.h. F' : C — D ist linksadjungiert zu
G : D — C) zwischen abelschen Kategorien mit gentigend vielen Injektiven .
Wir fixieren ein Objekt A € C. Dann ist Homp(F' A, —) = Home(A, —) o U.
Da U als Rechtsadjungierter linksexakt ist und Injektive erhalt, vgl. [Wei,
2.6], konnen wir (a) anwenden und erhalten eine Spektralsequenz

EPY = BExth(A, RU(-)) = Exth(FA, —),
die wir die Grothendieckspektralsequenz der Adjunktion (F,U) nennen.

1.12. Beispiel. Die Grothendieckspektralsequenz der Komposition
Homy = HY(X;Homy) heikt die Lokal-Global-Spektralsequenz (oder kurz LG-
Spektralsequenz) und besitzt die Form

EY = HP(X; Ext?(F,G)) = ExtPt(F,G)

fir alle 7, G € Sh(X). Der oben beschriebene Kantenhomomorphismus Ext*(F, G)
— H(X; &xt*(F,G)) stimmt hier mit dem Garbifizierungshomomorphismus iiber-
ein, vgl. |Gro, (4.2.6)].

Die Adjunktion (f., f*)

1.13. Bemerkung (|BL, 8.1]). Sei f : X — X’ eine I'-iquivariante Abbildung
zwischen (diskontinuierlichen) I'-R&umen. Dann besitzt der Pushforward f.(G)
eine kanonische I-Struktur fiir alle G € Sh'(X), indem man die Strukturabbil-
dungen als f,(u) definiert (man beachte f.g* = g* f., da f dquivariant ist). Das
gleiche gilt fiir den Pullbackfunktor f*, so dass wir eine ,Aquivariante Adjunktion®

fo o SKY(X) «—— SRN(X") : f*

also einen natiirlichen Isomorphismus Homy r(f*F,G) = Homx r(F, f.G) be-
kommen, indem wir die I'-Invarianten der {iblichen Adjunktion [KS, Prop. 2.3.3.]
nehmen. Insbesondere existiert ein natiirlicher Isomorphismus

(1.14) Homy r(My, F) = Homr (M, H*(X; F))
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fiir alle kT-Moduln M und F € Sh'(X), indem wir die obige Adjunktion auf
X" = % und die konstante Funktion f : X — % anwenden.

Die Grothendieck-Spektralsequenz der Adjunktion (f*, f.) ist eine Spektral-
sequenz von ['-Moduln und eine Verallgemeinerung der Leray-Spektralsequenz

[Gro, 3.1]

Von nun an versehen wir Y mit der trivialen I'-Operation, so dass p : X — Y
dquivariant ist. Mit dieser Vereinbarung ist Sh' (V) = Shyr(Y), also die (gewShn-
liche) Kategorie der Garben auf Y mit Werten in kI'-mod. Die letzte Bemerkung
gibt uns eine Adjunktion

(1.15) pe @ SKY(X) «— Shyn(Y) : p*

Definition (|Gro, 5.1],|BL, 0.3]). Sei pL : ShY(X) — Sh(Y) der Funktor, der
auf allen F € Sh'(X) durch H*(U; pL(F)) := H(U; p.(F))' = H'(p~*(U); F)*
definiert ist.

Fiir die néchste Proposition beachte man, dass jede Garbe F € Sh(Y) als eine I'-
Garbe gesehen werden kann, indem man jeden k-Vektorraum F(U), U C Y, mit
der trivialen I'-Operation versieht. Auf diese Weise bekommt man eine Einbettung
Sh(Y) C Sh'(Y) und einen Funktor Sh(Y) C ShL(Y) LN ShY(X), den wir
ebenfalls mit p* bezeichnen.

1.16. Proposition (|BL, 8.4.1, 8.6.1]). Sei F € Sh(Y) und G € ShY(X). Dann
existiert ein in F und G natirlicher Isomorphismus

Homy r(p*F,G) = Homy (F,p.G).

Als Rechtsadjungierter erhdlt pt damit Injektive. Auferdem ist dieser Funktor
exakt, wenn fir alle x € X die Ordnung von Iy invertierbar im Grundring k ist.

Beweis. Der Funktor A — AU ist rechtsadjungiert zum Funktor, der jeden k-
Vektorraum mit der trivialen I'-Operation versieht, siehe [Wei, 6.1]. Dies impliziert
einen Isomorphismus Homy (F, pL G) & Homy (F, p.G) und hieraus folgt mit 1.15
die gewiinschte Adjunktion.

Als ein rechtsadjungierter Funktor bildet pl injektive Objekte auf injektive
Objekte ab. Nach |Gro, 5.3.1.] ist der Halm R*(pL)(G), fiir alle y € Y isomorph
zu H*(T';,G,), wobei z in der Faser von y gewéhlt ist. Somit sind die hoheren
abgeleiteten Funktoren von pL Null, weil der Funktor A +— A= aufgrund der
Invertierbarkeit von ord(T,) exakt ist, vgl. auch [Wei, Prop. 6.1.10]. Also ist pt
exakt. O
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1.17. Korollar. Fiir alle F € Sh(Y) und G € ShY(X) exzistiert ein natiirlicher
Isomorphismus Ext’ (p*F,G) = Exty (F,pLG).

Beweis. Die Proposition 1.16. gibt uns einen Isomorphismus von Funktoren
Homyx r(p*F, —) = Homy (F, —)opL, wobei p. exakt ist und Injektive erhélt. Das
Ableiten auf beiden Seiten fiihrt daher zum Ziel. m

Die Beobachtung von Singhof Man beachte, dass man fiir alle 7 € Sh(Y)

einen natiirlichen Isomorphismus H*(Y'; ) = Ext} (ky, F) hat, denn es ist H°(Y, —)

Homy (ky, —) nach 1.14. Somit kann 1.8. als ein Isomorphismus Ext*(ky, M) =
Extyr(k, M) gelesen werden. Eine der Grundfragen, denen in dieser Arbeit nach-
gegangen wird, beschéftigt sich damit, ob dies auch richtig ist, wenn statt k (als
trivialer I'-Modul aufgefasst) ein beliebiger I'-Modul betrachtet wird.

Eine erste Antwort auf diese Frage gibt uns die Beobachtung von Singhof, die
im gewissen Sinne dual zu 1.8. ist:

1.18. Lemma (Singhof, [Sin|). Sei X ein zusammenziehbarer diskontinuierlicher
['-Raum. Dann existiert fiir alle Darstellungen M von T' ein natirlicher Isomor-
phismus

H*(T;MY) = Ext*(M, ky)

wobei MY = Hom(M, k) die duale Darstellung von M ist.

Beachte, dass Ext*(M, k) = H*(I', MY) gilt, weil der Grundring ein Korper ist,
siehe 1.7. Der Beweis in [Sin| benutzt die beiden folgenden Lemmata.

1.19. Lemma (Singhof). Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und M und N

Darstellungen von I.

(a) Es gilt Ext’ (M, ky) = 0 fiir alle j > 0.

(b) Ist X als diskontinuierlicher I'-Raum orientierbar, so existiert ein kanoni-
scher Isomorphismus von Garben Hom(M,N') = pt (Hom(M, N) )

All diese Aussagen werden spéter direkt aus Theorem A der Einleitung folgen.
Den Beweisen fiir diese Aussagen habe ist ein eigenee Abschnitt 3.d. ab Seite
58 gewidmet. Wir wollen trotzdem hier die Beweismethoden aus [Sin| skizzieren,
weil erstens [Sin| nicht veroffentlicht ist und wir zweitens die Unterschiede der
Beweismethoden hervorheben mochten.

Die wohlbekannte Verdier-Dualitéat [KS, Kap. III] besitzt die folgende niitzli-
che spezielle Form:

1.20. Lemma (Poincaré-Verdier-Dualitét). Sei X ein orientierbarer diskontinu-
ierlicher T'-Raum der Dimension n. Dann gilt Ext}, (F, ky) = Homy (H? 9 (Y; F), k)
fir alle F € Sh(Y') und j € Z.
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Beweisskizze. Der Quotient Y ist eine orientierbare, n-dimensionale Homologie-
mannigfaltigkeit tiber k£ (wir benutzen die Terminologie von [Bre2|, Def. V.9.1).
Dies folgt aus [Bre2|, Th. 11.19.2 und [Bre2|, Th V.9.3. Nun kann man [GM1],
(II1.68) auch auf diese Situation anwenden und es folgt die Behauptung, da die
Orientierungsgarbe von X konstant ist. O]

Dass dieser Beweis etwas skizzenhaft ist, soll uns nicht weiter storen: Fiir alle
wklassischen“ Resultate, die in diesem Kapitel auftauchen (aufer 1.21.), deren ur-
spriinglichen Beweise die Poincaré-Verdier-Dualitit benutzen, werden alternative
Beweise prasentiert, die ausschlieflich von der im weiteren Verlauf dieser Arbeit
entwickelten Theorie Gebrauch machen werden.

Es folgt wie angekiindigt eine Skizze des Beweises von [Sin| zu 1.19.a, woraus
wir dann 1.18. folgern.

Beweisskizze zu 1.19.a. Da die Frage von lokaler Natur ist, kénnen wir anneh-
men, dass X ein lokales Modell ist, also X = R", wobei I' eine endliche Gruppe
ist, die linear operiert. Mit der Poincaré-Verdier-Dualitit folgt Ext? (M, ky) =2
H(T\R"; M)". Die Endlichkeit von T' impliziert dann H"7(T\R"; M)
HY(R", M)F' = 0 fiir alle j > 0.

O

Beweis von 1.18. Nach 1.19. kollabiert die Lokal-Global-Spektralsequenz 1.12. und
gibt uns einen Isomorphismus Ext*(M, ky) = H*(Y; Hom(M, ky)). Jetzt benut-
ze man 1.8. und 1.19.a. []

Als eine Folgerung von 1.18. kénnen wir eine verbesserte Variante des Verschwin-
dungsresultats 1.9. beweisen. Allerdings sei erwahnt, dass wir dafiir die Poincaré-
Verdier-Dualitat benotigen und das ist auch die einzige Stelle in dieser gesamten
Arbeit, an der kein Weg gewéhlt wird, der diesen tiefen Dualitéitssatz umgeht.

1.21. Korollar. Ser X ein zusammenziehbarer, orientierbarer diskontinuierli-
cher I'-Raum, so dass T'\X mnicht kompakt ist und M eine Darstellung von T.
Dann gilt H(T',M) = 0 fiir alle j > dim(X).

Beweis. Sei n = dim(X). Wegen 1.18. und der Poincaré-Verdier-Dualitdt 1.20.
gilt
H/(I;MY) = HE(Y M),

Also folgt die Aussage fiir alle 7 > 0. Es bleibt also fiir j = 0 zu zeigen, dass
HY(Y; M) =0ist. Sei f € H(Y; M) = H°(X;Mx)" ein Element mit kompak-
tem Trager K C Y. D.h. f kann man als ['-dquivariante, lokalkonstante Abbil-
dung f : X — M auffassen, deren Triiger p~'(K) C X ist. Da Y nicht kompakt ist,
gilt K # Y und damit p~!(K) # X. Da f konstant ist (X ist zusammenhéngend),
muss f = 0 gelten, da f auf X — p~1(K) # @ verschwindet. O
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1.c. Der Vergleichshomomorphismus

Es ist moglich, 1.8. und 1.18. zu einem einzigen Satz zu vereinen. Sei
(1.22) L:pM — My

der I'-Morphismus, der unter 1.16. zur Identitdt von M adjungiert ist. Der von
¢ induzierte Morphismus Ext{.(Mx, Mx) — Ext{(p*M, Nx) definiert wegen 1.17.
einen kanonischen Homomorphismus

(1.23) o : Exty r(Mx,Nx) — Exty (M, N),

den wir Vergleichsmorphismus nennen.

Ubrigens ist ¢ auf den Halmen iiber alle z € X gegeben durch die Inklusion
Ly : M= — M| siehe auch [Gro, (5.1.2)] oder [BL, 8.5.5]. Wir notieren uns daher:

1.24. Proposition. Fir alle Darstellungen M von I ist p* M via v 1somorph zu
einer I'-Untergarbe von M, deren Schnitte iiber alle offenen Teilmengen U C X
gegeben sind durch

H(U; u(p*M)) = { lokalkonstante Abb. s : U — M mit s(x) € M™ V,epr }

Insbesondere ist H*(X; p* M) = MY wobei Ty C T die von allen Stabilisatoren
erzeugte Untergruppe ist.

Da also p* M eine I'-Untergarbe von My ist, existiert eine kurze exakte Sequenz
0— p*M — My — Mx/p*M — 0 welche eine lange exakte Sequenz

(1.25) ... — Extd (Mx/p*M,Nx) — Exty -(Mx,Nx) = Ext/(M,N) — ...

induziert. Um den endgiiltigen Zusammenhang zum letzten Abschnitt herzustel-
len, miissen wir folgende Worte iiber Ext’ (Mx, Nx) verlieren.

1.26. Proposition. Ist X zusammenziehbar, so existiert ein kanonischer Iso-
morphismus Exty r(Mx, Nx) — H*(I'; Hom(M, N)).

Beweis. Die Adjunktion Homy r(Mx, —) = Homyr(M, H°(X, —)) aus 1.14 gibt
uns eine Spektralsequenz Extyn (M, H9(X;N)) = Ext} f(My, Nx), welche kolla-
biert, wenn X zusammenziehbar ist. Es folgt Ext’y n(Mx, Nx) = Ext;r(M, N) und
dies ist nach 1.7 isomorph zu H*(I", Hom(M, N)). O

Bemerkung. Ist M trivial, so ist «a ein Isomorphismus wegen 1.25, denn es ist
dann M = My nach 1.10. und somit p*M = My. Interessanter ist der Fall,
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wenn N trivial ist. Auch dann ist « ein Isomorphismus wie wir spéater in 3.30.
beweisen werden. Prinzipiell konnen wir wie in 1.18. vorgehen, aber wir miissten
die Poincaré-Verdier-Dualitat benutzen, was wir eigentlich vermeiden wollen.

Im Falle der Zusammenziehbarkeit von X lehrt uns diese Bemerkung wegen
1.8. und 1.18. nichts Neues.

Zum Abschluss dieses Abschnitts diskutieren wir ein Beispiel, das zu diesem Zeit-
punkt noch mit Vorsicht zu geniefsen ist, da wir die noch unbewiesene Aussage
1.19.b benutzen werden. Trotzdem soll an dieser Stelle auf das Beispiel aufmerk-
sam gemacht werden, damit dem Leser bewusst ist, dass a i.A. kein Isomorphis-
mus ist.

1.27. Beispiel. Sei X = C und I" = Z /27 operiere kanonisch als Untergruppe
{1,—1} € C* auf X (diese Operation ist orientierungserhaltend). Beachte, dass
der Quotient Y = C/(z ~ —z) homdomorph zu C ist. Sei yg = p(0) der Orbit
von 0 € X. Fasse M = X als lineare Darstellung von I' auf.

Wir behaupten, dass Ext'(M, M) = C gilt. Wir benutzen das Resultat 1.28. aus
dem néchsten Abschnitt, ndmlich die Identitit Ext* (M, M) = Ext*(M|y,, Mly,),
die aufgrund von M,, = M" = 0 gilt. Glaubt dies der Leser noch nicht, so kann
er ruhig von vorne herein das Beispiel X = C — {0} statt X = C betrachten (das
Beispiel X = C ist jedenfalls dafiir gedacht, dass man sieht, dass die Isomorphie
von « auch bei zusammenziehbaren X nicht erfiillt zu sein braucht).

Nach 1.10. ist M lokalkonstant iiber der reguldren Menge Y, = Y — yj,
wobei yg = p(0) der Orbit von 0 € X ist. Insbesondere ist Ext!(M,N)|y. = 0
fiir alle ¢ > 0, so dass die Lokal-Global-Spektralsequenz 1.12. kollabiert und
einen Isomorphismus Ext'(M, M) = H'(Y,; Hom(M, M)) liefert. Nach 1.19.b
ist Hom (M, M) = pL(Hom(M, M)). Daher folgt mit 1.17.:

Eth<M,N) = EXtAl)(T,F(kXM Hom(l\/l, M)Xr)

Wegen der Endlichkeit von T' ist Letzteres isomorph zu H'(X,; Hom(M, M))F' =
Homp(M, M) = C (die Ableitung des Funktors Homr(k, —) ist Ext*(k, —)', weil
A AY wegen der Endlichkeit von I' exakt ist).

1.d. Restriktionen von Ext auf Teilraume

Wir diskutieren in diesem Abschnitt grundlegende technische Eigenschaften des
Ext-Funktors bei Restriktionen auf Teilrdume. Wir fixieren in diesem Abschnitt
zwei [-invariante Teilmengen U, A C X, wobei A abgeschlossen und U offen in
X ist. Aufserdem setzen wir Z := U N A.
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In diesem Abschnitt ist & ein beliebiger kommutativer Ring mit 1 und Sh"(X)
ist die Kategorie der I'-Garben mit Werten in k-mod. Wir erinnern zunéchst an
die iibliche Notation der Fortsetzung von Garben aufterhalb lokalabgeschlossener
Teilmengen durch 0 (vgl. etwa [KS| oder |Bre2|). Es existiert fiir alle 7 € ShT'(X)
eine eindeutige I-Garbe F; € ShY(X) mit Fz|z = F|z und Fz|x_z = 0. Etwas
allgemeiner existiert fiir alle A € Sh!'(Z) eine eindeutige I'-Garbe AX € ShY(X)
mit AX|; = Aund A¥|x_z = 0 und man kann F, = (F|;)¥ setzen. Ublicherwei-
se heifst dieser Prozess , Fortsetzung durch Null“. Ist A ein I'-Modul, so schreiben
wir auch A% := (Ax)z. Dies ist also die eindeutige I'-Garbe, die konstant A iiber
Z und sonst 0 ist. Die Funktoren A — AX und F — F; sind exakt.

Fiir alle offenen I'-invarianten Teilmengen U C X existiert eine kanonische
kurze exakte Sequenz von I'-Garben

O—>.7U—>f—>fX_U—>O.

1.28. Lemma. Seien F,G € ShY(X). Dann gibt es kanonische Isomorphismen
(a) Bxty (. G) — Ext o (Flu, Glo)

(b) Extip(F,Ga) = Bxt) p(Fla, Gla) -

Dariiberhinaus stimmt die vom Monomorphismus Fy — F induzierte Abbildung
Exti(F,G) — Exti(Fu,G) = Exti(Fluv,Glu) mit dem Restriktionshomomor-
phismus tberein. Das gleiche gilt fir die vom Epimorphismus G — G4 induzierte
Abbildung Ext{(F,G) — Ext{(F,Ga) = Ext}(F|a,G|a).

Beweis. (a) Nach [KS, (2.3.18)] gilt Homp(Fy, —) = Homp(F|y, —) o i*, wobei
i: U — X die Inklusion sei (man nehme dort die globalen Schnitte und beachte
dabei [KS, Prop. 2.3.9.(iii)]). Die Grothendieckspektralsequenz dieser Adjunkti-
on kollabiert zum gewtiinschten Isomorphismus, weil i* exakt ist (beachte, dass
*(G) = Glv) eilt).

(b) Sei j : A — X die Inklusion. Die Grothendieckspektralsequenz 1.11. der
Adjunktion (j*,7.) kollabiert, weil j, exakt ist (es ist j,.A = AX fiir alle A €
ShY(A)) und man erhéilt den Isomorphismus Ext*(F, j.(G|4)) = Ext*(j*F, j*G).

O

Kohomologie mit Trager Betrachte den Funktor HY(U; —) := ker(H°(U; —) —
H°(U — A; —)), der iiblicherweise ,,globale Schnitte mit Triger in Z* genannt wird,
vgl. z.B. [KS, 2.3.14] . Dieser ist linksexakt und der abgeleitete Funktor

H(U;—):= R*H)(U,—) : Sh* (U) — kI'-mod

heifst Kohomologie mit Trager in Z. Den Ausschneidungsisomorphismus [Dim,
2.4.2.] hat man ohne Modifikation auch im &quivarianten Kontext: Sei U’ C U eine
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offene I'-invariante Teilmenge mit Z C U’. Dann ist der Restriktionsmorphismus
von I'-Moduln

(1.29) Hy(U; =) — Hy(U'; )

ein Isomorphismus. Es ist leicht zu sehen, dass H}(U; —) mit dem in |Bre2, 11.12]
definierten H*(U,U — Z; —) Funktor {ibereinstimmt.
Ist A C Z eine abgeschlossene Teilmenge, so hat man nach [Dim, S. 45] fiir alle

F € ShT(X) die sogenannte lange exakte Sequenz des Tripels (U, U — Z,U — A)
(1.30)

o= Hy gy (U = Z3F) = H (U, =) = HYP (U, =) = HYE (U= Z,=) —

(man benutze [Dim, (2.6.32)] zusammen mit der Bemerkung [Dim, 2.6.10]).

1.31. Lemma. Sei k ein beliebiger kommutativer Ring mit 1 und M ein kI'-
Modul. Dann existiert ein kanonischer Isomorphismus von Funktoren

Homy (MY, =) = Homy(M, HY(U; —)) €  T'-mod.

Ist insbesondere M ein projektiver kI'-Modul oder ist F € Sh'(X) so dass HY(U; F)
ein injektiver kI'-Modul ist, so existiert ein kanonischer Isomorphismus

Ext’ r(M%, F) = Homyr (M, Hy(U; F)).
Die Isomorphismen sind funktoriell in M, F, Z und U.

Wir werden Letzteres spiter auf I'-Garben der Form F = Q% ® Ny anwenden,
wobei Q% die Garbe der differenzierbaren ¢-Formen auf X und N eine Darstellung
von I ist.

Beweis. Der Fall M = k folgt, indem man die globalen Schnitte in [KS, (2.3.18)]
betrachtet (beachte, dass die dortigen Beweise im &quivarianten Kontext tiber-
nommen werden kénnen), so ist unser Lemma fiir den Fall M = k bewiesen.

Den allgemeinen Fall fithrt man auf diesen zuriick, indem man die Adjunktion
Hom(M%, —) = Hom(M, Hom(k%, —)) benutzt (beachte hier [KS, (2.3.15)]). O

1.32. Korollar. Sei A C X abgeschlossen, U C X offen und beide I'-invariant.
Dann ezistiert ein in A und U natirlicher Isomorphismus

Ext*(kanv, kx) = Hyp(U; k) € - T-mod.

Mayer-Vietoris-Sequenzen Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und F,G €
ShY(X). Angenommen, wir haben I'-invariante Teilriume A, B,U,V C X mit
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AUB =UUV = X und A, B abgeschlossen, sowie U,V offen. Dann existieren
kanonische exakte Sequenzen

OﬁfUmVHFU@fV%F%O
0—-G —G1®Gp — Ganp — 0

die natiirlich in F und G sind, siehe [KS, 2.3.6]. Die lange exakte Ext-Sequenz
angewandt auf diese Sequenzen liefert zusammen mit 1.28. die Mayer-Vietoris-
Sequenzen (die Argumente der Ext-Gruppen sind stets F, G bzw. entsprechende
Restriktionen auf Teilrdume):

(1.33) . Extj)‘(’F — EXt?LF & EXJE{/’F — ExtijV,F X
(1.34) ... = Extl p — Ext!) p @ Extl — Ext!y 5 — ...

und diese langen exakten Sequenzen sind funktoriell in F und G. Die Pfeile
sind wegen 1.28. wie {iblich bei Mayer-Vietoris-Sequenzen gegeben durch die Pro-
dukte bzw. Differenzen von Restriktionsabbildungen, die von den Inklusionen
A, B, U,V C X kommen.



2 Stratifizierungen diskontinuierlicher
Raume

Das direkte Studium der Inklusion ¢ : p* M — My bzw. des Quotienten My /p* M
erweist sich als schwierig. In diesem Kapitel studieren wir dquivariante Triangu-
lierungen diskontinuierlicher Rdume, um die Inklusion ¢ zu einer Filtrierung

pPM=M"C---Cc M'c M =My,

so zu verfeinern, dass die sukzessiven Quotienten M™/M™*H! konstant auf den
Simplizes der Dimension m und trivial aufserhalb dieser Simplizes sind.

Der Flexibilitit wegen wird das oben Genannte etwas allgemeiner behan-
delt: Wir fiihren in den Abschnitten 2.a und 2.b die Begriffe der dquivarianten
Stratifizierung bzw. konstruierbare Garben ein und behandeln einige elementare
Eigenschaften her. Ausgehend von einer dquivarianten Stratifizierung S von X
und einer I'-Untergarbe K C My, konstant auf allen Straten ist, definieren wir ei-
ne Filtrierung der Inklusion I C My derart, dass die sukzessiven Quotienten auf
den Straten einer festen Dimension konzentriert und auf jedem einzelnen Stratum
konstant sind — in unserer Terminologie werden wir solche Garben ,diinn“ nennen.
Diinne Garben Q besitzen den Vorteil, dass der Funktor Ext*(Q, —) sehr gut zu
verstehen ist, wie unsere Diskussion zeigen wird.

Diese Situation ist insofern allgemeiner als die obige, als dquivariante Tri-
angulierungen spezielle dquivariante Stratifizierungen sind und p* M ein Beispiel
fiir eine konstruierbare I'-Untergarbe IC C My ist. Wir beginnen wie angekiindigt
mit der Verallgemeinerung der Stratifizierungs- und Triangulierungsbegriffe im
daquivarianten Kontext:

2.a. Orbitbundel und Stratifizierungen

Wir fixieren einen diskontinuierlichen I'-Raum X. Fiir jeden Stabilisator H < T’
sei (H) die Konjugationsklasse von H (Isotropietyp genannt) und wir definieren:

Xy={reX|T,=H}

Xy = Az e X[(T:) = (H)},

17
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d.h. X ist der Orbit I' - Xp. Bezeichnet Ny den Normalisator von H in I,
so beachte man, dass Xy ein Ny-Raum ist, auf dem H trivial operiert. Damit
ist X insbesondere ein Wy-Raum, wobei Wy die Weylgruppe Ny /H ist. Es ist
aufgrund der Diskretheit von I' leicht zu sehen, dass

Xy = H 9Xu

g€l /Ny

eine Identifikation von topologischen Raumen ist, wobei auf der rechten Seite die
topologische Summe gemeint ist. Man kann dies auch als eine Identifikation (von
differenzierbaren I'-Mannigfaltigkeiten) X(z) = I' X, X interpretieren und das
ist der Grund, warum Xz Orbitbiindel genannt wird, mehr dazu z.B. in [Jén)].
Nun ist relativ klar, dass

(2.1) X=]]Xu

gilt, wobei die Vereinigung iiber alle Stabilisatoren H < I' genommen wird. Dies
ist keine topologische Identifizierung sondern erst einmal nur eine mengentheore-
tische. Diese stellt fiir ins in gewisser Weise die grundlegende Stratifizierung dar.
Stratifizierungen werden wir gleich allgemein definieren und praktisch gesehen
sind alle interessanten Stratifizierungen Verfeinerungen von 2.1. Analog dazu hat
man iibrigens auch eine Zerlegung von I'-invarianten Teilrdumen:

(2.2) X =[[Xu.
()

wobei (H) alle Isotropietypen durchlauft.

2.3. Proposition. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und H < T ein Stabi-
lisator. Dann gilt
Xp=X"=|]J X
K>H

Dartiberhinaus sind fiir alle Stabilisatoren H, K < I die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) K>H

(1) XgNXpy # 2
(1ii) Xx C Xg
Auferdem gibt es fir feste K < I' nur endlich viele H < T, die eine dieser
Bedingungen erfiillen.

Beweis. Ein Element x € X ist genau dann in X, wenn H eine Untergruppe
des Stabilisators T',, ist, so dass X = Urksn Xk folgt.
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Sei (z,) C Xy eine in X konvergent Folge mit Grenzwert x € X. Es gilt
hx, = x, fiir alle h € H und n € N und dies impliziert hx = z fiir alle h € H, was
gleichbedeutend mit x € X ist. Dies beweist insgesamt Xy C X*. Es bleibt nur
noch zu zeigen, dass Xx C Xy gilt, wenn K, H Stabilisatoren mit K > H sind.
Wiéhle z € X mit I', = K und eine K-invariante zuléssige Umgebung V' = R"
von z. Da H < K linear auf V operiert, ist Xg NV = Vg = VI — UP;éHV
ein Komplement von Vereinigungen niedrig dimensionaler Unterrdaume des Unter-
raums V¥ C R", insbesondere ist Vi dicht in V' und daraus folgt 2 € Vi C Xp.

Die Aquivalenz der Aussagen (i), (ii), (i) folgt nun leicht aus dieser Cha-
rakterisierung des Abschlusses von Xy. Der Zusatz, dass fiir alle K nur endlich
viele H mit diesen Bedingungen existieren, folgt aus (i) und der Endlichkeit von
K als Stabilisator (das ist Grothendiecks Bedingung (D1)). O

I'-Stratifizierungen. Die Zerlegung 2.1 definiert eine ,Dekomposition” von X
im Sinne von [GM2, I.1.1] und es ist auch nach der obigen Vorarbeit nicht mehr
schwer zu zeigen, dass diese Dekomposition eine Whitney-Stratifizierung im Sinne
von |[GM2, 1.1.2] ist, was unsere folgende Begriffsbildungen rechtfertigt. Wir wer-
den aber nicht beweisen, dass diese Stratifizierung Whitneys Bedingungen erfiillt,
da diese in unseren Betrachtungen keine Rolle spielen. Wir verallgemeinern nun
diesen Begriff in den dquivarianten Kontext (Im Falle I' = 1 ist das Folgende eine
,Dekomposition* inm Sinne von [GM2, I.1.1]).

Definition. Eine I'-Stratifizierung eines diskontinuierlichen I'-Raums X besteht
aus einer geordneten Menge (S, <) zusammen mit einer monotonen I'-Operation
(dh. o < 7 = go < g7 fir alle ¢ € ') und mit einer lokalabgeschlossenen
Untermannigfaltigkeit |o| C X fiir jedes 0 € S mit den Eigenschaften

(a) Die Familie {|o|}ses ist eine lokalendliche, disjunkte Uberdeckung von X,
b o<t & lonlfl#2 & |o/cl,

() ]ga| =glo| firalleg e 'und 0 € S,

(d)

Fir alle 0 € S existieren nur endlich viele 7 € S mit o < 7.

Die Untermannigfaltigkeit |o| C X heikt das von o definierte Stratum oder ein-
fach nur ein Stratum (von X ). Beachte, dass (b) dquivalent zu |7] = |, < |o] fiir
alle 7 € S ist. Die Gruppe I';, = {g € I' | go =0} = {g € T' | g|o| = |o|} heifit
der Stabilisator von o (bzw. von |o).

Seien S, 7 zwei Stratifizierungen von X. Wir sagen, dass S feiner als 7T ist,
wenn fir alle 0 € S ein 7 € 7 mit |o| C |7| existiert.

Bemerkung. 1) Jede I'-Stratifizierung S von X induziert eine Dekomposition
['"\S von Y = I'\ X im Sinne von [GM2, I.1,1]. Die Straten von Y sind definiert
als die Orbits (o) :=I'"- o von Straten o € S.
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2) Ist V C X eine offene Teilmenge, so induziert jede I'-Stratifizierung S von X
eine kanonische I'y-Stratifizierung von V' mit Straten |o| NV, o € S. Diese
Stratifizierung notieren wir durch SNV.

Definition. Fiir alle 0 € § definieren wir den offenen Stern U, von ¢ durch
Us = U,5, |7|. Diese Begriffsbildung wird spéter nachvollziehbar, wenn wir Tri-
angulierungen als spezielle Stratifizierungen behandeln, denn dort ist es die iibli-
che Definition des offenen Sterns. Uberhaupt ist die ganze Terminologie von der
Sprache in [KS, 8.1] fiir Simplizialkomplexe inspiriert bzw. iibernommen.

2.4. Proposition. Sei S eine I'-Stratifizierung eines diskontinuierlichen I'- Rau-
mes X. Dann ist der offene Stern U, eine I',-invariante, offene Teilmenge von
X fir alleoc € S.

Beweis. Die I';-Invarianz ist klar, denn fiir alle g mit go = o gilt ¢ < 7 genau
dann, wenn o < g7 gilt. Jetzt zeigen wir, dass das Komplement von U, abge-
schlossen ist. Wahle eine konvergente Folge (x,,) C X — U, mit Grenzwert z € X
und sei ¢ # o das eindeutige Stratum mit = € |g|. Wegen der lokalen Endlichkeit
existieren nur endlich viele 7; mit (z,,) C |, |7;|. Indem man zu einer geeigneten
Teilfolge tibergeht, kann man ohne Einschrénkung annehmen, dass die Folge (x,,)

in genau einem Stratum |7| = |7;| fiir ein 7 liegt. Wegen z = limz,, € |g| folgt
|7| N|o], d.h. ¢ < 7 # @. Andererseits gilt 7 2 o wegen (z,,) N U, = &, woraus
o £ o folgt. Insbesondere ist x & U,,. O

Mit 2.3. und 2.1 hat man sofort:

2.5. Beispiel. Sei S, = {o(H)|H < I ein Stabilisator } die geordnete Menge
der Stabilisatoren und setze |o(H)| := Xp. Dann definiert dies eine I'-Stratifizie-

rung von X.

Oft ist es technisch von Vorteil, wenn die Straten zusammenhéngend sind. Daher
fiihren wir den folgenden Begriff ein.

Definition (Isotropie-Stratifizierungen). Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum.
Eine I'-Stratifizierung & von X heilt Isotropie-Stratifizierung von X, wenn fiir
alle 0 € § gilt:

e |0 C X ist zusammenhéngend.
e Es existiert (genau) ein H < I' mit |o| C Xg.

Wir bezeichnen mit (o) einen beliebigen Punkt von |o|. Beachte, dass der Sta-
bilisator I'y() nicht von der Wahl von (o) € |o| abhéngt. Wenn wir von nun an
I'2(s) schreiben, so ist die Wahl von z(c) immer implizit gegeben.
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Bemerkung. Fiir alle o gilt I';(,) C I, aber Gleichheit ist im Allgemeinen nicht
gegeben, und zwar dann, wenn die Straten ,zu groft sind. Bei Simplizialkomple-
xen gehort die Forderung I'; = I'; () quasi zur Definition, siche unten.

2.6. Beispiel. Das Einzige, was an Beispiel 2.5. zu einer Isotropie-Stratifizierung
fehlt, ist die Bedingung, dass alle Straten zusammenhéngend sein sollen. Im All-
gemeinen ist Xy fiir einen Stabilisator H < T' nicht zusammenhéngend. Wir
verfeinern dieses Beispiel, indem wir alle Zusammenhangskomponenten von Xy
zu Straten erkldren, wobei H < I' die Stabilisatoren durchlaufe. Wir nennen diese
Stratifizierung die grobste Isotropie-Stratifizierung, da aus der Definition klar ist,
dass jede andere Isotropie-Stratifizierung feiner als diese ist.

Da bei einer Isotropie-Stratifizierung S die Straten zusammenhéngend sind, kon-
nen wir von ihrer Dimension sprechen und wir setzen

dim(o) := dim(|o|), o€ S.
Weiterhin definieren wir fir alle m > 0:

(2.7) Xz = U lo| = U U,

dimo>m dimo>m

welches eine ['-invariante, offene Teilmenge von X ist. Damit ist

(2.8) xsmi= | J Jo|=Xx - x>

dimo<m

eine I'-invariante, abgeschlossene Teilmenge.

Aquivariante Triangulierungen bilden eine besonders wichtige Klasse von Isotropie-
Stratifizierungen.

Wir fithren zuerst den Begriff des (abstrakten) dquivarianten Simplizialkom-
plexes ein und gehen dabei wie in [KS, 8.1] vor mit dem einzigen Unterschied,
dass wir noch die I'-Operation beriicksichtigen miissen.

Definition (I-Simplizialkomplex). Sei V eine I'-Menge und S C P(V) eine I'-
invariante Teilmenge, wobei P(V') die Potenzmenge von V mit der kanonischen
[-Operation ist. Das Paar (V, S) heiftt I'-Simplizialkomplex, wenn folgende Bedin-
gungen erfillt sind.

(S1) Jedes o € S ist eine nichtleere endliche Teilmenge von V.
(S2) Ist 7 eine nichtleere Teilmenge eines Elements o € S so gilt 7 € S.

(S3) Fiir alle v € V gilt {v} € S.
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(S4) Fiir alle v € Vist {oc € S | v € o} endlich.

(S5) Fiir alle ¢ € S und g € I gilt genau dann go = o, wenn gv = v fiir alle
v € o gilt. Dh.esist I', =T, fiir alle v € 0.

Jedes Element von S heift Simplez von (V,S) und jedes Element von V' heift
Ecke von (V,8). Ist o ein Simplex, so heifst jedes Element v € o eine Ecke von
o. Wir sagen, dass o eine Seite von 7 ist, wenn o < 7 gilt und wenn 7 aus genau
einem Element mehr als ¢ besteht, so nennen wir o eine unmittelbare Seite von
7 und schreiben o < 7.

Um die Notation simpel zu halten, identifizieren wir von nun an das Paar (V,S)
mit der Menge der Simplizes S und denken uns, dass die Eckenmenge V' implizit
gegeben ist.

Wir versehen [0,1]Y mit der Produkttopologie sowie der kanonischen I'-
Operation und definieren wie in [KS, 8.1.1-8.1.5]:

lo| == {xe[o,l]v|x(v)>0<:>v60f1’irallev€Vund Zx(v):l },

5= ol

ceS

U, = U 7| ={x€|S|]|z(v) >0 fir alle v € o}

TOO

Der T-invariante Teilrraum |S| C [0, 1]V heift geometrische Realisierung von S.
Die Teilmengen |o| sowie U, sind jeweils I',-invariant, wobei wie tiblich I', :=
{g € T'| go = o} gesetzt ist (beachte: I'; = TI'j,)). Nach [KS, (8.1.9),(8.1.10)]
gilt

U,,, fallscurteS
(2.9) U,NU; =

o fallscUT ¢ S
(2.10) U, cU, & o<

und die Familie {U, },¢s ist eine lokalendliche offene Uberdeckung von |S|. Dar-
iiberhinaus gilt.

(2.11) [ol=J 7l

7O

2.12. Bemerkung. Ist S ein ['-Simplizialkomplex, so besitzt ['\S eine kanoni-
sche Struktur eines (abstrakten) Simplizialkomplexes im Sinne von [KS, 8.1.]. Die
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Simplizes von I'\S sind dabei genau die Orbits (o) :=I"- ¢ von Simplizes o € S.
Es gilt genau dann (o) C (7), wenn ein g € I' mit o C g7 existiert. Die Projekti-
on p bildet offene Sterne auf offene Sterne ab. Genauer gilt p(U,) = U, fiir alle
oced.

Dariiberhinaus verhélt sich diese Konstruktion insofern gut mit der geome-
trischen Realisierung, als wir einen kanonischen Homdéomorphismus |[I'\X| =
['\|X| haben (er ist die Restriktion der kanonischen Identifikation T'\([0, 1]") =
[0, 1],

Definition (Aquivariante Triangulierung). Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum.
Eine I'-Triangulierung (oder dquivariante Triangulierung) von X ist ein I'-Simpli-
zialkomplex S zusammen mit einem I'-dquivarianten Homéomorphismus h : [S| —
X, sodass h(|o|) C X fiir alle o eine lokalabgeschlossene C'*°-Untermannigfaltigkeit
ist.

Bemerkung. Besitzt eine I'-Mannigfaltigkeit X eine dquivariante Triangulie-
rung, so ist X ein diskontinuierlicher I'-Raum. Aquivariante Triangulierungen
sind stets Isotropie-Stratifizierungen.

Dariiberhinaus ist eine adquivariante Triangulierung in unserem Sinne das
gleiche wie eine I'-Triangulierung im Sinne von [II11].

2.13. Satz. Jeder diskontinuierliche I'-Raum besitzt eine dquivariante Triangu-
lierung.

Beweis. Hier wird [I112] zitiert. Dort wird dies mit Hilfe von Theorem I in Kom-
bination mit Proposition 9.4 bewiesen. Man beachte, dass unsere Definition ei-
nes dquivarianten Simplizialkomplexes mit der dortigen, in Lemma 9.3. erklér-
ten, iibereinstimmt. Illman verweist fiir seine Definition selbst auf seinen Artikel

1], m

2.b. Konstruierbare Garben

Sei S eine Isotropie-Stratifizierung von X. Nach all der Vorrede kénnen wir nun
iiber eine sehr wichtige Klasse von Garben sprechen, ndmlich konstruierbare Gar-
ben — das sind Garben die lokalkonstant {iber allen Straten sind. Weiterhin kon-
zentrieren wir uns auf zwei fundamentale Beispiele (einerseits konstruierbare Un-
tergarben von konstanten Garben und andererseits ,diinne “ Garben), die hiufig
im weiteren Verlauf des Textes auftauchen werden.

Definition (konstruierbare Garben). Eine Garbe F auf X heifst S-konstruierbar,
wenn F|, fiir alle Straten o € S eine lokalkonstante Garbe ist.
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Eine Garbe G auf dem Quotienten Y = I'\ X heifst ['\S-konstruierbar, wenn G|,
eine lokalkonstante Garbe ist fiir alle Straten (o) der induzierten Stratifizierung
['\S von Y.

Wir sagen, dass F € ShY(X) ,strikt konstruierbar mit Halmen F, iiber |o|“
ist, wenn I',-Moduln F, fiir alle o € S existieren, so dass F||, die konstante I',-
Garbe (£, )|, fiir alle o € S ist. Analog kann man strikt konstruierbare Garben
auf Y definieren.

Ist aus dem Zusammenhang ersichtlich, welche Stratifizierung S zugrunde-
liegt, so sagen wir nur , konstruierbar statt ,S-konstruierbar etc. Man beachte,
dass strikt konstruierbare Garben konstruierbar sind. Die Umkehrung stimmt i.A.
nur, wenn alle Straten einfach zusammenhéngend sind, denn lokalkonstante Gar-
ben auf einfach zusammenhidngenden Raumen sind konstant, wie z.B. aus [Dim,
2.5.1] folgt.

Wir weichen ein wenig von der iiblichen Bezeichnung ab, indem wir nicht zwischen
schwach-konstruierbaren und konstruierbaren Garben unterscheiden, d.h. dass es
fiir uns keine Rolle spielt, ob die Halme endlich erzeugt sind (sie sind es jedenfalls
in allen wichtigen Beispielen, die hier auftauchen werden).

2.14. Beispiel. Sei S eine Isotropie-Stratifizierung von X.

a) Jede konstante [-Garbe auf X oder Y ist strikt S-konstruierbar und jede kon-
struierbare I'-Untergarbe einer konstanten I'-Garbe ist strikt konstruierbar.

b) Sei 0 € S ein Stratum von X und A ein I';-Modul. Dann ist A‘)§| eine strikt
S-konstruierbare I',-Garbe.

c¢) Die Garbe p*M € ShY(X) ist eine S-konstruierbare I'-Untergarbe von My,
also nach a) eine strikt konstruierbare Garbe, vgl. 2.15. unten. Die Halme iiber
einem |o| sind nach 1.24. gegeben durch MT=().

d) Ist F — G ein (dquivarianter) Morphismus von S-konstruierbaren Garben, so
ist jeweils der Kern und Kokern dieses Morphismus S-konstruierbar. Mit ande-
ren Worten bilden S-konstruierbare (dquivariante) Garben eine volle abelsche
Unterkategorie der (dquivarianten) Garben.

2.15. Proposition. Sei S eine beliebige Isotropie-Stratifizierung eines diskonti-
nuierlichen T-Raumes X . Der Funktor pL : Sh'(X) — Sh(Y) bildet S-konstru-
ierbare Garben auf I'\S-konstruierbare Garben ab. Insbesondere ist M fiir jeden
['-Modul M eine S-konstruierbare Garbe auf Y. Dariberhinaus respektiert auch
der Funktor p* : SEY(Y) — ShY(X) Konstruierbarkeit.

Beweis. Sei (0) =T'-0 € I'\S und sei H < I' eindeutig mit |o| C Xy gewahlt.
Fir alle y € p(|o|) suchen wir eine Umgebung U von y, so dass plF|urp(e))
konstant ist. Sei € |o| mit p(z) = y und wahle eine zuldssige Umgebung V'
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von z mit der Eigenschaft, dass F|yn, konstant ist (so ein V' existiert, weil F
nach Voraussetzung konstruierbar ist). Dann erfiillt U = p(V') die gewiinschte
Eigenschaft, wie wir nun sehen: Es gilt pl F|uap(o)) = 627 (Flvnjo)), wobei

¢:Vnlol=Unp(lo]) = (VNlo|)/Ts

die Einschriankung von p bzw. die Projektion ist. Weil H = T', trivial auf VN|o| C
Xy operiert, folgt, dass pLF p(lo)) konstant ist, was zu zeigen war. Die letzte
Behauptung folgt aus p~*(p(|o])) = - |o] (fiir alle 0 € S) und der Tatsache, dass
Pullbacks von konstanten Garben konstant sind. [

Konstruierbare Garben auf Simplizialkomplexen haben gute kohomologische Fi-
genschaften, siche |[KS, 8.1]. Ausschlaggebend dafiir ist das folgende

2.16. Lemma ([KS, Prop. 8.1.4|). Sei S eine dquivariante Triangulierung eines
diskontinuierlichen T'-Raumes X und F € ShY(X) sei S-konstruierbar. Dann
sind die Restriktions-Homomorphismen H(Uy; F) — H°(|o|; F) und H(|o|, F) —
F. fir alle o € S und x € |o| jeweils Isomorphismen und es gilt HY (Uy; F) =
Hi(lo|; F) =0 fiir alle j > 0 und Simplizes o € S.

2.17. Korollar. Sei X, S und F wie in 2.16. Dann ist fir alle 0 € S die
Komposition

Ho(p(Uy); pi F) = H (™' (p(Uy)); F)' — H°(p(p(Uy)); F)" € H*(Uy; F)'

ein Isomorphismus, wobet der Pfeil von der Restriktionsabbildung induziert ist.
Dartiberhinaus gilt pL(F)pw) = H°(Uy; F)' fir alle x mit x € |o].

Beweis. Wegen 2.16. ist die Auswertung H°(U,; F)'* — FL= ein Isomorphismus.
Die Garbe pLF ist nach 2.15. I'\S-konstruierbar. Daher ist auch die Auswertung
HO(p(U,); pL F) — (pLF)p) = Fiv ein Isomorphismus (man wende 2.16. auf

Y =T\ X an). O

Diinne Garben. In den technischen Anteilen der Kapitel 3, 5 und 6 wird die
folgende Klasse konstruierbarer Garben eine wichtige Rolle spielen, weil sie die
Quotienten konstruierbarer Untergarben von konstanten Garben beschreibt, die
sich in dem Sinne wenig unterscheiden, als der Tréger dieses Quotienten ,diinn®
ist:

2.18. Definition (diinne Garben). Seim € {0,...,n—1}. Eine S™-dinne Gar-
be ist eine strikt S-konstruierbare I'-Garbe O mit Q||O.| = 0 fur alle 0 € S mit
dimo # m.
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Mit anderen Worten ist eine I'-Garbe S™-diinn, wenn sie auf den Straten der
Dimension m konzentriert und auf allen m-dimensionalen Straten konstant ist.

Seim € {0,...,n— 1} und Q € Sh''(X) eine S™-diinne Garbe mit Halmen A,
iiber |o|. Beachte, dass die I-Struktur auf Q Isomorphismen g : A, — Ay, fiir
alle 0 € § mit dim(o) = m induziert, auf die wir einfach mit ,die induzierten
Operationen” verweisen. Wir fithren folgende Garben ein:

Q, = (Ay,)y € Sh™(X),

wobei die I'-Operation von g € I' auf Q) durch die direkte Summe aller pf :
Q. — g* Q. definiert ist, wihrend p¢ von der induzierten Operation g : A, — Ay,
kommt. Man beachte, dass mit der Terminologie aus [BL, Def. 8.2.1| gilt:

(2.19) Qu) Xindr Q, € Sh'(X).

Im folgenden Satz bezeichne MR, C S eine Reprisentantenmenge der Orbits (o)
aller Straten o € § der Dimension m.

2.20. Satz (Charakterisierung diinner Garben). Fir alle m =0,...,n —1 und
alle 8™ -diinnen I'-Garben Q mit Halmen A, iber |o| existiert ein Isomorphismus

Q0= 2., e€5r(X)

oERM

und fir alle o0 € S mit dimo = m existiert ein kanonischer Isomorphismus von
['-Moduln:

Homy (Qo), F) = H Homk(Agg,Hﬁm(UgU;}"))

QEF/FU

= coind}. Homy(4,, Hﬁ,‘(Ua; F))

fiir alle F € ShY, wobei die Operation auf dem Produkt von den Operationen
g:A; — Age sowie von der I'-Struktur auf F kommdt.

2.21. Korollar. Sei Q eine diinne Garbe wie im letzten Satz. Dann existiert fir
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alle F € ShY(X) ein kanonischer Isomorphismus von T'-Moduln

Homx (Q, F) = H Homk(AmHﬁﬂ(UU;f))

dimo=m
= H coindy, Homy,(A,, HY) (Uy; F))
cERmM

also insbesondere Homy r(Q, F) =[], Homyr, (As, H‘OU|(UU, F)).

Beweis von 2.20. Per definitionem ist Q auf der lokalabgeschlossene Teilmenge
X™ C X konzentriert, wobei X™ die Vereinigung der Straten der Dimension m
ist, (denn es ist X™ = X>™ N XS vgl. 2.7 und 2.8). Nach [KS], Prop. 8.1.4.(i)
haben wir einen Isomorphismus von Garben

(2.22) Q= (Qfxn)*.

Da die Teilmengen X>™, X <™ und X™ auch I'-invariant sind, ist dies ein Isomor-
phismus von I'-Garben, wobei Q als eine I'-Garbe auf X aufgefasst wird.

Nun ist X™ als topologischer Raum die topologische Summe alle Straten der
Dimension m. Die Garbe Q|xm zerféllt somit kanonisch:

Qxn= P (A"

denn es ist Q|, = (Ay)|s|- Wegen 2.22 erhélt man nun eine kanonische Identifizie-
rung

I

(2.23) Q= P (4 e ShY(X).

dimo=m

Da die verschiedenen Straten disjunkt voneinander sind, muss die I'-Struktur auf
der direkten Summe so aussehen, dass die Operation eines Elements g € T die
direkte Summe von Isomorphismen der Form

o (Ao)f§| - 9*((Ago)§a\) = (Aga)f§|

ist. Verfolgt man die Wirkung von g bei der Herleitung des Isomorphismus 2.23,
so stellt man fest, dass pg von der Operation g : A, — Ay, induziert ist.
Nun zur zweiten Aussage des Satzes. Es ist

Homx (Q (o), F) = H Homyx(Qg, F) € kI-mod,

QEF/FU

wobei die I'-Struktur auf der rechten Seite wegen 2.19 so beschaffen ist, dass dieses
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Produkt der koinduzierte Modul (siehe [Wei|) von Hom(Q,, F) ist. Da Q, seinen
Tréger in der offenen, I',-invarianten Teilmenge U, hat, existiert nach 1.28. ein
kanonischer Isomorphismus

Homx (Q,, F) = Homy, (Q,|v,, Flu,) = HomUa((AU)U" Flu.)

o

von I';-Moduln. Letzteres ist nach 1.31. isomorph zum I',-Modul
Hom(A,, H? (U,; F)), weil |o| C U, abgeschlossen ist. O

o

Konstruierbare Garben als Funktoren auf S. Jetzt kommen wir zu einer wohl-
bekannten kombinatorischen Beschreibung der Kategorie S-konstruierbarer Gar-
ben auf |S] fiir einen I'-Simplizialkomplex S. Man sollte sich dabei vorstellen, dass
S eine I'-Triangulierung eines diskontinuierlichen I'-Raumes X ist. Wir kénnten
im Prinzip beliebige Stratifizierungen betrachten. Dabei wiirde jedoch die Ein-
fachheit verloren gehen und da hier kein Bedarf an dieser Allgemeinheit existiert,
verzichten wir darauf.

Definition (I'-Funktoren). Sei S ein I'-Simplizialkomplex. Wir fassen die geord-
nete Menge der Simplizes S als Kategorie auf und nennen einen Funktor ' : § —
k-mod zusammen mit kompatiblen Isomorphismen pf : F(o) = F(go) fiir alle
g € I'und o € § einen I'-Funktor. ,Kompatibel* heift hier, dass p, = idp(») und
pd o ph = pdh fiir alle 0 € S und g, h € T gilt.

Da zwischen je zwei Elementen 0,7 € S hochstens ein Morphismus existiert,
ist die Schreibweise F, , fir F'(o < 7) nicht mehrdeutig, so dass wir erstere vor-
ziehen.

Eine natiirliche Transformation zwischen I'-Funktoren & — k-mod heifst Mor-
phismus von I'-Funktoren, wenn sie vertriglich mit den Isomorphismen pg ist.
Die Kategorie der I'-Funktoren und ihrer Morphismen notieren wir durch Sh(S)
(die Ahnlichkeit mit Sh'(X) in der Notation beabsichtigt). Wir bezeichnen mit
ShL(|S|) als die volle Unterkategorie von Sh''(|S]) bestehend aus den S-konstru-
ierbaren Garben.

2.24. Beispiel. Zu jeder I-Garbe F € Sh'(|S|) kann man einen I'-Funktor
R(F) auf folgende Weise definieren. Setze R(F)(c) := H°(U,; F) und R(F),,
sei der Restriktionsmorphismus H%(U,; F) — H°(U,, F) fiir alle 0 < 7.

2.25. Proposition. Der Funktor R : ShL(|S|) — ShY(S) ist eine Aquivalenz

von Kategorien.

Beweis. Wir konstruieren nun ein Inverses zu R, indem wir jedem I'-Funktor
F € Sh'(S) eine Garbe §(F) zuordnen mit 5(F)|,, = F(0), fiir alle o (damit
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folgte R(G(F')) = F). Zunéchst definiere die konstruierbare Garbe

aF) =P F),,  €Sh(s).

cesS

Die Halme von «(F') tiber 7 sind isomorph zur direkten Summe der F'(o) iiber alle
o < 7. 8el o/ (F) C aF) die konstruierbare Untergarbe, die iiber einem Simplex
7| durch die Gleichung > F,-(f,) =0, f, € F(0), gegeben ist. Der Funktor
B : ShY(S) — ShY(|S]), der definiert ist durch B(F) := a(F)/d/(F), ist invers
zu R: Es existiert ein kanonischer Isomorphismus «(R(F)) = F, den man nach
den Ausfithrungen von [KS] auf den Seiten 324 und 325 und der Proposition [KS],
8.1.9 konstruieren kann. Man beachte, dass der dortige Funktor § mit unserem
Funktor (o R iibereinstimmt. O

2.c. Isotropie-Filtrierungen konstanter Garben

Sei M ein kI'-Modul. Nach 1.24. kénnen wir p*M als eine S-konstruierbare I'-
Untergarbe von My fiir alle Isotropie-Stratifizierungen S auffassen. Wir werden
dies zu einer Filtrierung ausbauen, deren Quotienten diinn sind, so dass Berech-
nungen von Ext% r(p*M, Nx) = Ext*(M, N) zugénglicher werden.

In der Tat ist diese Filtrierung von grofer Bedeutung fiir die restlichen Kapitel,
wo die Hauptresultate (siche Einleitung, Theoreme A bis C) hergeleitet werden.

Die Konstruktion dieser Filtrierung macht nur von der Eigenschaft Gebrauch,
dass p*M eine konstruierbare I'-Untergarbe von My ist. Es bietet sich an, von
dieser allgemeinen Situation auszugehen.

2.26. Bemerkung. Sei K eine konstruierbare I'-Untergarbe von My. Beachte,
dass KC||s als eine lokalkonstante Untergarbe einer konstanten Garbe konstant
sein muss, also ist G|, = (Ma)fg‘ fiir einen T',-Untermodul M, C M (es ist

M, = K(]o|)). Die I'-Operation auf K induziert kompatible Isomorphismen g :
M, — My, fiir alle g € I'. Dariiberhinaus gilt

M, C M, fir alle 0 < 7.

Um das zu sehen betrachte man die Restriktionen K(|o| U |7|) — K(|o|) = M,
und K(|o| U |7]) — K(|7|) = M,, die jeweils injektiv sind, da es sich hier um Re-
striktionen von konstanten Funktionen handelt (beachte, dass |o|, |7| und |o|U]|7|
jeweils zusammenhéngend sind). Es existiert eine Basis von zusammenhéngenden
Umgebungen U, C |o|U|7| von |o|. Per definitionem besteht K(U,,) aus konstan-
ten Funktionen f : U, — M mit f(x) € K, fiir alle x € U, woraus folgt, dass
alle Restriktionen IC(U,) — KC(Us), Ug C U,, Isomorphismen sind. Damit ist die
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Restriktion K(|o| U |7|) — lim, K(U,) = K(|o]) ein Isomorphismus.

Fiir uns sind nur solche I interessant, wo M, = M fiir alle ¢ mit maximaler
Dimension n gilt. (Gilt dies nicht, so kann man dies reparieren, indem man von K
zu K @ H tbergeht, wobei H die direkte Summe der (M/ Ma)fé | tiber alle offenen
Straten o, d.h. tiber alle o mit dimo = n ist).

2.27. Definition. Sei S eine Isotropie-Stratifizierung von X und M ein I'-Modul.
Eine ,S-konstruierbare Untergarbe K von Mx mit Halmen M, tber |o]“ ist eine
[-Untergarbe K C My, die S-konstruierbar ist zusammen mit I',-Untermoduln
M, C M, so dass gilt:

o Klio) = (My)}o fiir alle 0 € S,

e M, = M fiir alle n-dimensionale Straten o.

2.28. Beispiel. Fiir alle Isotropie-Stratifizierungen S von X und alle I'-Moduln
M ist die Garbe I = p* M eine S-konstruierbare Untergarbe von My mit Halmen
MYz iiber |o|. Hier ist z(o) ein beliebig gewihlter Punkt in |o]|.

2.29. Definition. Sei n = dim X. Fiir alle m = 0,...,n definieren wir die
folgenden Objekte.

(a) Fiir alle o0 € S sei

M =

M  fallsdimo > m
M, fallsdimo < m.
(b) K™ sei die Priagarbe auf X, die definiert ist durch
K™(U) :={s: U — M]s ist lokalkonstant mit s(z) € My, fiir alle z € U}

fiir alle offenen Teilmengen U C X, wobei o(x) € S das eindeutige Stratum
mit der Eigenschaft = € |o(z)] ist.

Unmittelbar aus der Definition folgt:

M/M, = di
(2.30) mm gt = § MMem = dimo
0 sonst
fir ale m=0,...,n — 1.
Bemerkung. Fiir alle m = 0,...,n ist K™ eine ['-Untergarbe von Mx. Dies

folgert man aus den folgenden Beobachtungen:

e ™ ist eine Unterpriagarbe von My, denn die lokalen Schnitte K™ (U) be-
stehen aus lokalkonstanten Abbildungen mit Werten in M.
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e K™ ist eine Garbe: Sei U C X offen und {U,} eine offene Uberdeckung von
U. Sind s, € K™(Uy) € H*(Uy: Mx) mit S4lu,nu, = $gluanu, filr alle a,
gegeben, so existiert genau ein s € H°(U; Mx) mit sy, = s, fiir alle « und
es gilt s € K™(U), denn fiir alle z € U ist s(z) = sa(x) € M, fiir ein
geeignetes .

e ™ C My ist invariant unter der Operation von I'. Denn ist s : U —
M lokalkonstant mit s(z) € M7 fir alle € U, so ist gs : gU — M
lokalkonstant mit (gs)(z) = gs(¢~'z) € gMILL, () = M, fiir alle g € T

Fiir alle m ist M™*! per definitionem eine I'-Untergarbe von ™.
Die Halme der Quotienten K™ /K™*! kénnen mit 2.30 berechnet werden, was

uns wegen 2.20. Folgendes beweist:

2.31. Proposition. Die K™ definieren eine (absteigende) Filtrierung von S-
konstruierbaren I'-Garben

K=K'cKk"'c...cK'cKk’=My

mit der Eigenschaft, dass fiir allem =0,...,n—1 die T-Garbe Q™ := K™ /K™*!
eine S™-diinne Garbe ist, d.h. sie ist konstant auf allen Straten und konzentriert
auf den Straten der Dimension m. Insbesondere ist

Kr/Kmt = G (M/M,),.

dimo=m

Wir nennen diese Filtrierung die Isotropie-Filtrierung von My tber K (beziiglich

S).

Zusatz. Seien S und T Isotropie-Stratifizierungen, so dass S feiner als T ist
und sei IC eine I'-Untergarbe von My, die konstruierbar beziglich T (und damit
auch beziiglich S) ist. Es bezeichne K% die Isotropie-Filtrierung aus 2.29. von
Mx beziiglich S und K% die Filtrierung beziiglich T. Dann gibt es eine kanoni-
sche Abbildung von Filtrierungen K3 — K. Prdaziser formuliert, es existiert ein
kommutatives Diagramm

K = IC?-HC Iﬁf( ... ],TT( /C% = My
K = ]Cg+1c ]Cgc .. /C}SC /Cg = My.

Dieses induziert fiir alle m einen Morphismus KR /K3t — K& /KCEH! ) welcher
seinerseits die direkte Summe aller Monomorphismen (M/M,)%, — (M/M,)X

I7] lo|

fir allet € T und o € S mit |o| C |7| und dimo = dim 7 = m ist.
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2.d. Der Vietoris-Begle-Satz und Konstruierbarkeit
von Ext* (M, N)

Wir stellen hier eine fiir unsere Situation angepasste Version des Vietoris-Begle-
Satz vor, vgl. auch [Bor2, V,3.13|, [BL, 1.8] sowie [Bre2, I1.13].

Seien B und 7" hausdorffsche und lokal zusammenziehbare topologische Rau-
me. Typische Beispiele fiir B sind Orbifaltigkeiten (z.B. Y = I'\X) und fir T
wéahlen wir meistens [0, 1] oder einen endlichdimensionalen, reellen Vektorraum.
Betrachte den Raum E = B xT (versehen mit der Produkttopologie) und die Pro-
jektion 7 : £ — B. Beachte, dass 7 eine offene, stetige, aber i.A. keine abgeschlos-
sene Abbildung ist (z.B. wenn 7" nicht kompakt ist - dies ist im Wesentlichen der
Unterschied zu [Bre2, I1.13] und entsprechend differieren die Beweismethoden).

Der Funktor 7* : Sh(B) — Sh(FE) besitzt die folgenden grundlegenden Ei-
genschaften.

2.32. Proposition. Sei F € Sh(B).

(a) Sei U C B offen und V. C T eine offene, zusammenhdingende Teilmenge.
Dann ist der kanonische Morphismus (7t|gxy)* : H(U; F) — HY(U XV ; 7*F)
aus [Bre2, S. 62| ein Isomorphismus.

(b) Die Einheit F — m,*F der Adjunktion (7%, m,) ist ein Isomorphismus.

(¢) m kommutiert mit Produkten.

Beweis. (a) folgt aus [Bor2, 3.13.(4)] und damit folgt (b), denn der Adjunktions-
morphismus F(U) — (m.7*F)(U) = p*F(U x T) ist der kanonische Morphismus
aus (a). Teil (¢) folgt ebenso aus (a), vel. [BL, A4.]. O

Sei von nun an eine Garbe F € Sh(B) fest gewahlt. Weil 7* exakt ist, ist
Exty(m*F, —) o m* als Komposition von §-Funktoren ein §-Funktor Sh(B) — k-
mod. Als abgeleiteter Funktor ist Ext™(F, —) ein universeller §-Funktor Sh(B) —
k-mod. Sei

hp o Extp(F, =) — Extp p(7"F, =) on™ : Sh(B) — k-mod

der eindeutige Morphismus von d-Funktoren, der von h%’T = 7" : Homp(F,—-) —
Hompg (7*F, 7*(—)) induziert ist (vgl. [Gro, 2.2.]). Eine d&hnliche Konstruktion gibt
uns einen Morphismus von d-Funktoren

bpr T Et(F,—) — Ext* (" F,—)om",

so dass (h% )p = b p gilt.
Wir erinnern daran, dass T azyklisch heift, wenn H “(T;7Z) = 0 gilt.
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2.33. Satz (Vietoris-Begle-Satz). Seien B und T' lokal zusammenziehbare Haus-
dorffraume und set m : £ = B xT — B die Projektion. Dann ist hpr ein
Isomorphismus von 6-Funktoren. Insbesondere ist fiir alle F,G € Sh(B)

by Tty (F,G) — Exty(m*F,7°G)

ein Isomorphismus.
IstT" dariberhinaus azyklisch, so ist W 1 ein Isomorphismus von 0-Funktoren.

Insbesondere ist
Wy Exty(F,G) — Extp(m"F, 7*G)

ein Isomorphismus fir alle F,G € Sh(B).

Zusatz. Sei S C T eine azyklische, offene Teilmenge, p : B x S — B die
Projektion. Dann kommutiert das Diagramm

Extyh(F,G) L;T Exthy (7" F, 7*G)

| |-

h
Ext}(F,G) —> Exty, (0" F, p*G)

wobei der Morphismus r* durch die Restriktion B x S C B x T induziert ist.
Insbesondere ist r* ein Isomorphismus.

Beweis von 2.33. Wir nehmen zunachst an, dass 7' azyklisch ist. Die Version
des Vietoris-Begle-Satzes von [Bor2, 3.13 (14)] besagt, dass H*(U x T;7*F) =
H*(U; F) fiir alle offenen Teilmengen U C B gilt. Insbesondere gilt fiir alle x € B
und 7 > 0:

Rim (7" F)y = colim HY (U x T;n*F) = colim H? (U; F) = 0,

wobei die Limites iiber alle Umgebungen U von zx indiziert sind. Die Grothen-
dieckspektralsequenz der Adjunktion (7*, 7,) kollabiert daher zum Isomorphismus
Ext*(F,G) = Ext*(n*F,n*G)). Insbesondere ist 7*Z°* eine Hom(7*F, —)-azykli-
sche Auflésung von 7*@G fiir alle injektiven Auflésungen Z° von G, denn 7* ist
exakt und es ist Ext/(7*F, 7*Z*) = Ext’(F,Z*) = 0 fiir alle j > 0. Es gilt also
Ext*(m*F,7*G) = H*(Hom(7*F,7n*Z*)) und daraus lasst sich ein Isomorphismus
von langen exakten Sequenzen

EXt* (f, g1>

i% lg l%

s Bxt (1 F, %Gy ) — Bxt* (7 F, 7% Gy) —= Ext* (1 F, m*G5) ——> - - -
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fiir alle kurzen exakten Sequenzen 0 — G; — Gy — Gz — 0 konstruieren.

Der Beweis fiir 7*&t*(F,G) = &xt*(n*F,7*G) kann analog gefithrt werden:
Die kanonische Auflosung 7*C*(G)) ist Hom(rn*F, —)-azyklisch — dies folgt aus
dem ersten Teil des Beweises, wenn man ihn auf eine Umgebung der Form U x V
mit zusammenziehbaren offenen Teilmengen U C B, V' C T anwendet. Vergleiche
auch [BL, 1.8.]. O

Beweis des Zusatzes. Beachte, dass r* ein Morphismus von J-Funktoren ist. Es
geniigt also zu zeigen, dass wir eine Gleichheit r* o hj; 7+ = hjz ¢ von Morphismen
von J-Funktoren haben. Da Ext};(F, —) ein universeller 6-Funktor ist, geniigt es
die Gleichheit fiir * = 0 einzusehen. Dies folgt aber aus 2.32.(a). Die Rolle von F
tibernimmt hier Hom/(F,G). O

2.34. Bemerkung. In der Praxis werden wir diesen Satz in folgender Form ver-
wenden: Sind A und B Garben auf £ mit der Eigenschaft, dass A|yx7 und Blyxr
fiir alle b € B konstante Garben sind, so gibt es fiir jede Wahl eines Basispunktes
to € T kanonische Isomorphismen

gxt*E(A7 B) = 71->k6'xt>kB (AlBXt07 B|B><t0)
und falls T" azyklisch ist:
EXt*E(.A, B) = EXtE(A‘thO, B|B><t0)~

Auch die im Zusatz erwihnte Natiirlichkeit hat hier ihre Giiltigkeit. Dies alles
wird mit dem folgenden Kriterium gerechtfertigt.

2.35. Lemma. Sei A € Sh(E) eine Garbe. Wir setzen Ey = 7= 1(b) = bx T fiir
alle b € B. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent

(1) A=m"(Alp)
(i1) Alg, € Sh(V) ist fir alle x € B eine konstante Garbe.

Beweis. Die Richtung (i) = (i) ist leicht. Zu ,,(ii) = (i)“. Es gilt
(2.36) T A = A,
nach dem Beweis der Proposition 8.1.4 in [KS|. Es bezeichne i : B = Bx{t,} — E

die Inklusion. Wegen 2.36 gilt dann 7 o ¢ = id, also 7, A = i*7*m, A = i* A = A|.
Wir konnen also 7,4 in 2.36 durch Al ersetzen und es folgt 7*(A|g) = A. [

Nach diesem allgemeinen Diskurs iiber den Vietoris-Begle-Satz mochten wir die-
sen in unserer Ausgangssituation anwenden, in der wir einen diskontinuierlichen
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I'-Raum X haben und die Gruppen Ext*(M,N) bzw. die Garben &xt* (M, N)

fiir alle Darstellungen M, N von I' studieren.

Wir notieren die Auswertung in y € Y durch
gy H'(U; Ext* (M, N) — Ext* (M, N),
fiir alle U C Y und schreiben den Garbifizierungshomomorphismus tiber U als
Iy Exty(M|y, Ny) — HY(U; Ext* (M, N)).

2.37. Lemma. Es seiy € Y beliebig und U C Y eine zuldassige Umgebung von
y. Dann gilt
(i) ExtP(M,N) € Sh(Y) ist T\S-konstruierbar fir allem > 0 und alle Isotropie-
Stratifizierungen S von X.
(ii) e, : HY(U; Ext* (M, N)) — Ext* (M, N), ist ein Isomorphismus.
(ii1) Iy : Exty;(M|y, Ny) — HY(U; Eat* (M, N)) st ein Isomorphismus.
Insbesondere gilt Exty;(M|y, N|v) = Exty, (M, N),.

Eine wichtige Konsequenz des letzten Lemmas ist, die allgemeine Bestimmung
der Halme von &xt* (M, N) auf das folgende Problem zuriickzufiihren:

2.38. Problem. Man bestimme fir alle lokalen Modelle (V,G) und alle irredu-
ziblen Darstellungen M und N von G' die Invarianten Extg, (M, N).

Teil (ii) des obigen Lemmas gilt fiir allgemeine konstruierbare Garben, so dass
wir es allgemein formulieren und dann auf das obige Lemma anwenden mdochten.

2.39. Lemma. Sei X ein diskontinuierlicher T'-Raum, p : X — Y =T\ X die
Projektion und F € Sh(Y') eine Garbe mit der Eigenschaft, dass F|yx,,) lokal-
konstant ist fiir alle H < T' (mit anderen Worten ist F eine I'\S,p-konstruierbare
Garbe, wobei Sy, die Stratifizierung 2.5. ist). Dann ist die Auswertung

H(U;F) — F,
fir alle y € Y und alle zuldssigen Umgebungen U von y ein Isomorphismus.

Beweis. Da die Frage lokaler Natur ist, kénnen wir annehmen, dass U = R"/G fiir
eine endliche Untergruppe G' < O(n) und y = p(0) € U ist, wobei p : R® — U die
Projektion ist. Es bezeichne U, = U,(0)/G den Quotienten der offenen Kugel vom
Radius 0 < r < oo (mit der Konvention Uy, = U). Auferdem sei U? = U, — {y}
fiir alle r. Wir behaupten, dass fiir alle r > s > 0 die Restriktion

iy H(U.; F) — H(Uy; F)



36 2 Stratifizierungen diskontinuierlicher Rdume

ein Isomorphismus ist, wobei ¢, s : Us — U, die Inklusion ist. Damit waren wir
fertig, denn H°(U; F) — F, ist der Kolimes dieser Restriktionen. Wihle ein ¢
mit 0 < ¢ < s und sei S; = S}"'/G der Quotient der Sphiire vom Radius ¢. Weil
U,=UUU; und U, = U2 U Uy sowie U NU, = U2 NU; = UP gilt, existiert ein
kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0—H(F:U;) —= H(F; Uh) © H'(F; Uy) — H(F; U7)

li:ﬁ,s lid B s i—

0 — H(F;U;) — H°(F;U;) @ H(F; UY) — H(F; UY),

wobei j, ¢ : U2 — U? die Inklusion ist. Also geniigt zu zeigen, dass die Restriktion
Jr.s €in Isomorphismus ist.

Man erinnere sich, dass jedes Stratum von R"™ von der Form R} fiir ein
H < G ist. Fir alle x € R" un A # 0 gilt G, = G, somit ist jeder Strahl
{Az|A > 0} komplett in einem Stratum, ndmlich R, , enthalten. Insbesondere
ist F als konstruierbare Garbe konstant auf jedem ,Strahl“ von U, also einer
Teilmenge der Form p({Az|\ > 0}). Unter der kanonischen Identifikation von U°
mit S; x Ry identifiziert man die Strahlen von U mit den Teilmengen {y} x R,
y € S;. Nach 2.35. gilt F|yo = 7*(F|s,) und somit ist fiir alle » > ¢ die kanonische
Abbildung 7 = (7|y,)* : H(Si; F) — HY(U?; F) aus 2.32. ein Isomorphismus.
Wegen 7, o j, , = 7y folgt daher, dass Jr.s €in Isomorphismus ist. O

Beweis von 2.37. (i) Es geniigt, die Konstruierbarkeit fiir die grobste Isotropie-
stratifizierung 2.6. zu beweisen. Wir fiihren eine Induktion {iber die Dimension
von X. Fiir dim(X) = 0 ist nichts zu zeigen.

Sei also dim X = n + 1 mit n > 0. Weil Konstruierbarkeit eine lokale Eigen-
schaft ist, konnen wir durch Ubergang zu einer zuldssigen Umgebung annehmen,
dass X ein lokales Modell X = (R"*! G) ist.

Erster Fall: dim X¢ = 0, also X¢ = {0}. Dann bildet y, := p(0) € Y
ein einpunktiges Stratum von Y, weil X = {0} gilt. Somit reicht es, die Kon-
struierbarkeit von Ext™ (M, N )|y, zu zeigen, wobei Yy = Y — {yo} gesetzt ist.
Wir setzen SY = p(S") und 7 : Yy — SY sei die von der radialen Projektion
R\ {0} — S" induzierte Abbildung. Topologisch kann 7 mit der Projektion
SY x R — S" identifiziert werden. Nach 2.35. ist M|y, & 7*(M]sy), denn fiir
alle y € SY ist M|y a>0) eine konstante Garbe. Analoges gilt fiir NV, so dass wir
mit 2.33. folgern konnen:

Ertyy (Mlyys Nlyo)lve = Exty: (7" (Mlsy ), 7 (Nsy))
=~ 7 Ertdy (Mlsy, Nlsy ).
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Nun ist M|sy = ¢¥(Mgn), wenn ¢ : S* — SY die Einschrinkung von p ist.
Entsprechendes gilt fiir AV|sy. Wegen der Induktionsannahme ist somit

Extdy, (M|sy, Nlsy) konstruierbar. Der Funktor 7* respektiert Konstruierbarkeit
(denn die Straten von Yy = SY x R sind von der Form |o| x R, wobei |o| die
Straten von SY durchlaufe), so dass wir in diesem Fall fertig sind.

Zweiter Fall: dim X¢ > 0. Wir zerlegen den G-Modul X = R” als X =
X% x Z, wobei Z der Kern von X — X%, z — 1/|G| - >, 9 ist. Beachte, dass
Y = X% x Z gilt, wenn wir Z = G\Z setzen. Es bezeichne v : Y — Z die
Projektion. Dann ist M 2 v*(M|z) und M|z = r%(M;), wobei r : Z — Z die
Einschrinkung von p ist. Entsprechendes gilt fiir A/. Es folgt mit 2.33.:

ExtP (M, N) =2 v*&t™(rE (M), r%(N))

Da dim Z < dim X gilt, greift hier die Induktion, woraus die Konstruierbarkeit
von Ext™(r&(M),r%(N)) folgt. Der Funktor v* respektiert Konstruierbarkeit, da
die Straten von Y = X% x Z von der Form X x |o]| sind, wobei |o| die Straten
von Z durchlaufe.

(17) folgt aus 2.39.

(7i1) Sei U eine zuldssige Umgebung von y € Y. Es geniigt zu zeigen, dass
gy 0 Uy Extjy( M|y, M|y) — Et* (M, N), ein Isomorphismus ist. Wir kénnen
annchmen, dass U = R"/G fir eine endliche Untergruppe G < O(n) und y =
p(0) € U ist, wobei p : R" — U die Projektion ist. Es bezeichne U, = U,.(0)/G den
Quotienten der offenen Kugel vom Radius 0 < r < oo (mit der Konvention U, =
U). Weil lim,~ Exty;, (Mly,,N|v,) = Ext* (M, N), gilt, geniigt es zu zeigen, dass
die Restriktion Extj;, (M|y,,Nl|v,) — Exty (Mo, Ny,) fir alle r > s > 0
ein Isomorphismus ist. Wir wahlen ein ¢ > 0 mit » > s > t. Beachte, dass
Extro (M, N) — Extpo(M, N) nach 2.33. und 2.32. ein Isomorphismus ist. Mit

dem kommutativen Diagramm der Mayer-Vietoris-Sequenzen

o —— Bxtf;, (M,N) —— Extgg(M,N) @ Extf;, (M,N) ——~ Ext‘{J?(M,N) ...

| i: l:

o —— Ext{; (M,N) —— Ext?]g(/\/l,/\/) © Extf, (M,N) —— Ext?]?(/\/l,/\/') o

(vgl. 1.33) und dem Fiinfer-Lemma folgt die Behauptung. O

2.40. Korollar. Sei S eine I'-Triangulierung von X. Fir alle Darstellungen M
und N und alle Simplizes o € S ist die Garbifizierung

Ext"(Mlyw,), Npwn)) = H(p(Us); Ext* (M, N))
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bzw. die Auswertung
H(p(U,); Ext* (M, N)) — Ext* (M, N),
fir alle y € p(|o|) ein Isomorphismus.

Beweis. Auf Y haben wir die induzierte Triangulierung I'\S und die Simplizes
sind von der Form (¢) = T' -0, 0 € S. Es gilt Uy,) = p(U,). Nach 2.37. ist
Ext(M, N) T'\S-konstruierbar. Nach 2.16. ist einerseits die Auswertung

H(p(U,); Ext* (M, N)) — Ext* (M, N),
ein Isomorphismus und andererseits gilt
H(Upy; Ext"(M,N)) =0 fiir alle j > 0.

Damit kollabiert die LG-Spektralsequenz 1.12. Dessen Kantenhomomorphismen,
die nach 1.12. mit der Garbifizierung iibereinstimmen, sind also Isomorphismen.

]



3 Der Hauptsatz und die Spektralsequenz
E(S, L)

In diesem zentralen Kapitel geht es um die Hauptresultate dieser Arbeit. Ausge-
hend von einer Spektralsequenz E(S, L), die in Abschnitt 3.b. vorgestellt, aber
erst spater im Kapitel 6 hergeleitet wird, beweisen wir Versionen der Theoreme
aus der Einleitung in einer allgemeineren Form und geben alternative Beweise der
klassischen Resultate 1.8., 1.18. und 1.19.

Die Eintrdge der Spektralsequenz E(S, L) sind durch Ext}.(Mx,Nx) und
durch einen Kettenkomplex W,(S, £), welcher zu einem Koeffizientensystem £
auf einer Stratifizierung S assoziiert ist, bestimmt. Der erste Abschnitt beschéf-
tigt sich mit diesem Komplex und seinen Eigenschaften. Wir diskutieren auch
eingehend den Begriff der Inzidenzhomomorphismen [7: o] fiir Straten o, 7 mit
o < 7, die mafgeblich fiir die Definition des Komplexes W, (S, £) sind. Die Inzi-
denzhomomorphismen spezialisieren sich zu den klassischen Inzidenzzahlen, wenn
S eine (Restriktion einer) Triangulierung ist.

3.a. Inzidenzhomomorphismen und
Koeffizientensysteme

Wir fixieren eine diskrete Gruppe I, einen diskontinuierlichen I'-Raum X und
eine Isotropie-Stratifizierung S von X.

Definition. Sei 0 € § und j := dimo. Sei weiterhin 7 € § mit dim7 = j + 1.
Wir definieren den Inzidenzhomomorphismus

[T:0]: H";T"_j_l(UT) — H;lr"_j(Ua)
als den Randhomomorphismus der langen exakten Sequenz von Ext*(—, Zx), die
von der kurzen exakten Sequenz 0 — Zj;| — Zjrjuje| — Zjs) — 0 induziert ist.
Beachte hierbei den Isomorphismus 1.32. und die Tatsache, dass |o| abgeschlossen
und |7] offen in |o| U |7 ist (man verwende dazu |o| = X< N (|7] U |o|) und
I7| = XZ7 1 N (|7| U |o|) in Kombination mit 2.7 bzw. 2.8).

39
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Wir koénnen und werden H";T”’dim"(Ug) mithilfe des Thom-Isomorphismus 3.1.
(unten) stets mit H*(|o|; ot,) identifizieren. Auf diese Weise konnen wir den Inzi-
denzhomomorphismus immer als einen Homomorphismus (von graduierten abel-

schen Gruppen)
[T:0]: H*(||;0t;) — H*(|o|; 0t,)

auffassen, wenn ot, die Orientierungsgarbe eines jeden Stratums o bezeichnet
(vgl. [Bre2, 1.11]).

3.1. Lemma (Thom-Isomorphismus fiir Straten). Fir alle 0 € S existiert ein
kanonischer Isomorphismus
Hym=ime(y7,) = H(|o|;ot,) € T'y—mod.

Beweis. Wéhle eine offene Tubenumgebung 7, C U, von |o|. Die Ausschnei-
dung H}, (Us) — H (1) = H*(T,, T, — |o]) ist ein Isomorphismus (siehe 1.29),
wende nun den klassischen Thom-Isomorphismus [Bre2, S.235, (22)] an (wéhle
dort B = ot, und benutze ot, ® ot, = Zj, [Bre2, S. 234|). Der Isomorphis-
mus ist unabhangig von der Wahl der Tubenumgebung 7, denn eine kleinere
induziert via Restriktion kommutative Diagramme (Ausschneidung und Thom-
Isomorphismus ist funktoriell beziiglich Restriktion zwischen offenen Tubenumge-
bungen). Man benutze fiir die Funktorialitit, dass Tubenumgebungen , kofinal“ in
dem Sinne sind, dass fiir jedes Paar von offenen Tubenumgebungen eine gemein-
same kleinere offene Tubenumgebung existiert, also eine, die in beiden enthalten
ist. Fiir die I',-Invarianz des Thom-Isomorphismus beachte man, dass ¢gT, fiir
alle g € T', auch eine Tubenumgebung von |o| ist und man benutze die Natiirlich-
keit des Thom-Isomorphismus (in diesem Fall beziiglich des Biindelisomorphismus
g:T, — gT,). ]

Bemerkung. Ist o £ 7 (dh. |o| N|7] = @), so ist [r:0] = 0, denn in diesem
Fall ist |7| = (]7| U |o|) N |7] abgeschlossen in |7| U |o], so dass eine kanonische
Projektion Z;jus| — %) existiert, die wiederum eine Zerfillung der Sequenz
0 — Zir| = Zizjujo| — Zjo) — 0 definiert.

Jetzt wenden wir uns alternativen Definitionen der Inzidenzmorphismen [7: o] zu.

3.2. Proposition. Sei o < 7 mit dim7 —1 =dimo =: j. Wahle eine Tubenum-
gebung T, C U, von |o|. Dann ist der Inzidenzmorphismus [1: o] identisch mit
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der Komposition

H™*"=7Y (U, U, — [r]) & BT, 0 U, T, 0 (Ur — 7))
(2) .
= YT, — o], T, — (7] U o))
(—3)> H*+n_j(Tm ch - |U|)
Dabei sind die einzelnen Morphismen folgendermajSen erkldrt.

(1) ist induziert durch Restriktionen

(2) ist der Ausschneidungsisomorphismus (T, NU, ist eine offene Umgebung von
T,N|r| in T, —|o])

(3) ist der Randhomomorphismus der langen exakten Sequenz des Tripels
(To = (I7[Ule])) € (To =|ol) C T5.

Beweis. Das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0 — Zg,n\r| — Lr,n(r|ulo)) —> Lrynje] —> 0

l_

0 Lz L7 |0jo| L) 0

zeigt, dass [7: o] die Komposition der Restriktion H|*T\(UT) — H:’;mlﬂ(TaﬂUT) mit
dem Randhomomorphismus der langen exakten Ext*(—, Z)-Sequenz der unteren

Zeile ist. (Man benutze hier auch 1.32.). O

Wihrend die letzte Proposition fiir praktische Zwecke gut ist, um bei einer konkret
vorgegebenen Stratifizierung die Inzidenzhomomorphismen zu identifizieren, ist
die folgende Charakterisierung vom theoretischen Gesichtspunkt von Nutzem.

3.3. Proposition. Fir alle c € S mit dimo = j ist der Homomorphismus

(3.4) Y Iriol: [ H(rlior) — H(o}; ox,)

dim 7=541 dim 7=54+1

wohldefiniert und er ist gegeben durch den Randhomomorphismus der langen ez-
akten Sequenz von Ext*(—,Zx) induziert durch die exakte Sequenz 0 — Zxj+1 —
Zxi+iye| — Lo — 0. Dariiberhinaus ist das Produkt (iber alle 0 € S mit
dimo = j) der Homomorphismen 3.4 gegeben durch den Randhomomorphis-
mus der langen exakten Sequenz von Ext*(—,Zx), die von der exakten Sequenz
0 — Zxi+r — Lxi+ruxi — Lxi — 0 induziert sei.

Beweis. Die Wohldefiniertheit von 3.4 folgt aus der Tatsache, dass o per defini-
tionem die Seite von nur endlich vielen Straten ist, so dass [7:0] = 0 fiir fast alle



42 3 Der Hauptsatz und die Spektralsequenz E(S, L)

7 gilt. Es gilt kanonisch Zy; = @ 4, ,— i Ly fiir alle 7 > 0. Der Isomorphismus ist
gegeben durch die direkte Summe iiber alle o der Inklusionen Z, — Zx; (man

beachte, dass |o| offen und abgeschlossen in X7 ist). Diese Inklusion induziert die
Projektion Ext*(Zx;, Zx) — Ext*(Z,|,Zx ), und das Produkt

Ext"(Zxi, Zx) — H Ext™(Zy|, Zx)

dim o=j

(iber alle o mit dimo = j) dieser Projektionen ist ein Isomorphismus. Man
beachte, dass 3.4 auf einem Faktor H*(|7|;ot,) trivial ist, wenn o nicht von 7
getroffen wird. Also ist der Homomorphismus 3.4 vollstindig bestimmt durch
sein Verhalten auf @._ H*(|7|; ot.) und aufgrund der universellen Eigenschaft der
direkten Summe ist er vollstdndig durch sein Verhalten auf den einzelnen Faktoren
H*(|7|; ot;) bestimmt. Auf solch einem Faktor ist aber 3.4 per definitionem durch
den Inzidenzhomomorphismus [7: o] gegeben. Betrachte nun das kommutative
Diagramm mit exakten Zeilen

0 —— Zxi+1 —>= Lxit1y)o| Lyo| 0
0 Lz Ljz|u)o] Lo 0.

Es folgt, dass der Randhomomorphismus der langen exakten Sequenz der oberen
Zeile die Komposition des Randhomomorphismus der unteren Zeile mit der In-
klusion des direkten Summanden Ext*(Z, Zx) — Ext*(Zx;+1,Zx) ist, was zu
zeigen war.

Die zweite Behauptung folgt dhnlich aus dem Diagramm

0—— Zxij+ HZX]'+1U|O—‘ Lo 0
00— Zxi+1 — Lixi+1,xi Lx 0,

wahrend der mittlere und rechte vertikale Pfeil jeweils Inklusionen sind — man
beachte, dass X7 U |o| offen in X7 U X7 ist, denn es gilt

X Ulo| = (U, n (X7 U X9)) U XY,

Da der rechte vertikale Pfeil die Projektion Ext*(Zxi,Zx) — Ext*(Z,,Zx)
induziert, folgt die Behauptung aus dem Diagramm langer exakter Sequenzen
von Ext*(—,Zx), die von dem obigen Diagramm von kurzen exakten Sequenzen
kommt. O
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Koeffizientensysteme Es sei an die Definitionen (und Unterschiede) der Stabili-
satoren I', und I';(,) erinnert. Die gruppe I';(,) ist der Stabilisator eines Punktes
z(o) € |o|. Dies héngt nicht von der Wahl von z(c) € |o| ab. Der Stabilisa-
tor des gesamten Stratums I'; = {g € I'|goc = o} ist i.A. groker als I';(,). Bei
[-Triangulierungen jedoch ist es Teil der Definition, dass diese Gruppen iiberein-
stimmen. Beachte, dass der Halm F, einer jeden strikt konstruierbaren I'-Garbe
F € Sh"(X) in kanonischer Weise ein I',-Modul ist, wenn o € S das eindeutige
Stratum mit x € |o| ist.

3.5. Definition. Ein Koeffizientensystem L auf S besteht aus

e ['.-Moduln L, fiir alle 0 € S,
e Isomorphismen p2: L, — Ly, von k-Moduln fiir alle g € I' und ¢ € S, und
o [',-dquivarianten Homomorphismen i, ,: L, — L, fiir alle 0 < 7,
so dass folgende Bedingungen erfiillt sind.
® i, 00, =1,, fir alle o <7 < p.
e Firalleg e I', ist u9: L, — L, die Multiplikation von g auf dem I',-Modul
L,.
ol opd = phd fiir alle g,h e T und 0 € S.
® igrgo 0 pd = pdoi,, firalle o <7 und g €I', d.h. das Diagramm

kommutiert.

Wenn § eine dquivariante Triangulierung von X ist, ist ein Koeffizientensystem
L aufgrund von 2.25. nichts anderes als eine S-konstruierbare I'-Garbe auf X.

3.6. Beispiel. Seien M und N Darstellungen von I' und X eine S-konstruierbare
[-Untergarbe von Mx mit Halmen M, C M iiber |o|. Dann existiert ein kanoni-
sches Koeffizientensystem £ = L(/C, M, N) definiert durch folgende Daten:

e L, := Hom(M/M,,N) und p¢: L, — L, ist induziert von der Multipli-
kation g: M, — My, C M bzw. von der Multiplikation von g auf N. Mit
anderen Worten: ein Element ¢ € L, ist ein Homomorphismus ¢: M — N
mit ¢(M,) = 0. Dann ist 12(p), definiert durch p2(p)(m) := gp(g~'m), ein
Homomorphismus, der auf My, verschwindet, also ein Element von L.

e Fiir alle o < 7 gilt M, C M, nach 2.26. Die I',-dquivariante Projektion
M/M, — M/M; induziert einen I',-Morphismus i,,: Hom(M/M,,N) —
Hom(M/M,,N).
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Die zu iiberpriifenden Eigenschaften folgen sofort aus der Tatsache, dass IC eine
[-Garbe ist.

Wir werden spéater nur noch Koeffizientensysteme betrachten, die auf diese Weise
entstehen. Die folgende Proposition zeigt, dass solche Koeffizientensysteme aufer-
halb der singuldaren Menge X Null sind.

3.7. Proposition. Ser K C My eine S-konstruierbare Untergarbe mit Halmen
M, tber den Straten |o|. Sei L = L(IC,M,N) das Koeffizientensystem 3.6. auf S.
Dann gilt L, =0 fiir alle 0 € S mit |o| C X,.

Beweis. Sei o] C |X,|, d.h. T, = {1} fiir alle x € |o|. Daraus folgt M = M,, fiir
solche x nach 2.27. und somit L, = Hom(M/M,,N) = 0. O

3.8. Definition. Sei L ein Koeffizientensystem einer Isotropiestratifizierung S
von X.
Wir definieren einen Kettenkomplex Wo(S, £) von graduierten Moduln durch

WS, L) =[] L,®H"(|o];0t,)

dimo=j

fir alle 5 = 0,...,n mit Differentialen d = d;: W;;4(S, L) — W;(S, £), die auf
folgende Weise mit Hilfe der Inzidenzhomomorphismen definiert sind. Fiir alle
j=0,...nist d; das Produkt (iiber alle & mit dim(o) = j) der Abbildungen

(3.9) Z o ® [T10] : H L, @ H*(|7|;0t;) — L, @ H*(|o]; 0t,).

dim r=j+1 dimr=j+1

(Dass d wirklich ein Differential ist, besagt die Proposition 3.12. unten). Die
Summe ist wohldefiniert, weil es nur endlich viele 7 mit [7: 0] # 0 gibt (denn ein
Stratum ist per definitionem eine Seite von nur endlich vielen anderen Straten).
Ist aus dem Zusammenhang klar, welches & und £ betrachtet wird, so scheiben
wir auch W, statt Wo(S, £). Wenn wir nur die Stratifizierung S oder nur das
Koeffizientensystem £ betonen wollen, schreiben wir W, (S) bzw. W, (L).

Der Komplex W, besitzt eine natiirliche I'-Operation. Ein g € I operiert auf
W, als das Produkt (iiber alle ¢ € S) der Abbildungen

(3.10) Pl ® g Ly @ H*(|o|;0t,) = Ly @ H*(|go|; 0ty,).

Beziiglich dieser I'-Struktur ist das Differential dquivariant und die Operation ist
aukerdem so gemacht, dass

W; = H coindp. (L, ® H*(|o|;0t,)) € kI'-mod

O’ij
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gilt (2R, ist eine Menge von Reprisentanten der Orbits von Straten der Dimension
7). Daraus folgt

(3.11) Wi = ] (Lo ® H*(Jo}; 0t,))".
oER,

Die Homologie des Komplexes (WL, d") spielt eine wichtige Rolle bei der Untersu-
chung des Vergleichshomomorphismus «, wie der Hauptsatz 3.18. zeigen wird. In
Kapitel 4 werden wir an niederdimensionalen Beispielen demonstrieren, wie man
solche Differentiale d' und die Homologie von WL bestimmen kann.

3.12. Proposition. Fir alle Koeffizienten L ist Wo(L) ein Kettenkomplex, d.h.
es gilt djy10d; = 0.

Beweis. Fixiere ein Stratum p € S mit dim p = j — 1 und bezeichne mit
7, W;_1(L) — L, ® H*(|p|; ot,) die Projektion. Es gentigt zu zeigen, dass 7, o
dod =0 fir alle p gilt. Wegen i, , 04, = i,, flir alle 7, 0 mit p < o < 7 gilt

Wpodod:(z i(,,p@[a:p])o( Z i7.7a®[7'10']>

dimo=j dim7=j+1

= 5" iy 0ira) @ (040 [ :0])
= Z Z.7-,/)(8 Z [U:p}O[T:O’L

dim 7=j+1 dimo=j

dim o=j

also geniigt es zu zeigen, dass

0= ( Z '[O'Zp] o [7’:0])

gilt, aber dieses Produkt von Homomorphismen ist nach 3.3. die Komposition
des Randhomomorphismus der langen exakten Ext*(—, Z)-Sequenz induziert von
0 — Zxi+1 — Lxitiuxi — Zxi — 0 mit dem Randhomomorphismus der langen
exakten Ext*(—,Z)-Sequenz induziert von 0 — Zyx; — Zxiuxi-1 — Zxi-1 — 0.
Fiir alle m gibt es ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

O — Zx2m+1 Zx2m fm_l ZXm O
- -
O I ZX’m+1 — ZXm+luXm ZX'm 0

denn X™ = XS N X2 und X™ U X" = XS+ 0 X 2™ sind abgeschlossen
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in X>™ fiir alle m (sieche 2.8). Somit existiert ein kommutatives Diagramm

s> EXt*(ZXm+1 9 ZX) L EXt*(ZX'm’ ZX) —_— .

- :

e — EXt*(Zx>m+17ZX) L EXt*(ZXm7 Z’X) ...

Also ist §; = ¢;f7. Wegen fie;11 = 0 (es sind aufeinanderfolgende Morphismen
in einer langen exakten Sequenz) folgt 6;0;11 = ¢;f;e11ff, = 0. n

Funktorialitat von W, (S, £). Es ist moglich, W, als einen Funktor in S, £ und
in offenen Teilmengen von X zu interpretieren. Wie die Abhéngigkeit von £ aus-
sieht, ist klar. Im Folgenden prézisieren wir die anderen Abhéngigkeiten.

Sei V' C X eine offene Teilmenge und sei S NV die induzierte Isotropie-
Stratifizierung von V', die dadurch definiert ist, indem wir alle Zusammenhangs-
komponenten von |o| NV zu Straten von V' erkliren, wihrend o € S alle Straten
von X durchlduft. Das Koeffizientensystem £ induziert auf kanonische Weise ein
Koeffizientensystem L]y auf SNV. Die Homomorphismen id;, @(H*(|o]; ot,) —
H*(Jo| N V;ot,)) definieren einen Homomorphismus von Kettenkomplexen von
['y-Moduln

(313) Txy(S,ﬁ)i W.(S,C) HV\V.(va,ﬁh/),
welcher einen Homomorphismus
Wo (L)' C Wa(L)'Y — W (L]yv)"

induziert. Es gilt vy orx v = rx o fiir alle V/ C V.

Nun zur Natiirlichkeit von W, (S, £) beziiglich der Stratifizierung S. Sei T
eine Isotropie-Stratifizierung von X, die feiner als § ist. Dann kann man £ in
kanonischer Weise als Koeffizientensystem auf 7 auffassen (fiir alle 7 € 7 ist
L. = L,, wenn o € S eindeutig mit |7| C |o| gewdhlt ist). Fiir alle 0 € S und
7 € T mit |7| C |o| setzen sich die Restriktionshomomorphismen H*(|o|; ot,) —
H*(|7]; ot;) zu einem I~Homomorphismus von Kettenkomplexen

(314) fsg'ﬁ W. (S, ,C) — W. (T, /;)

zusammen. Ist 7' eine feinere Isotropiestratifizierung als 7, so gilt fr 7o fsz =

fs.
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3.b. Die Spektralsequenz E£(S, L)

Ist A® ein Kettenkomplex und a,b € Z mit a < b, so bezeichnet A®[a,b] die
Einschrinkung von A® auf das Intervall [a,b], d.h. A®[a,b] = A® — ... — A

Fiir den E;-Term einer Spektralsequenz setzen wir B! := EJ*. Also ist E? der
Kettenkomplex von graduierten Moduln, welcher den FE;-Term vollstandig be-
schreibt.

3.15. Theorem. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum, S eine Isotropie-Strati-
fizierung von X. Seien M, N Darstellungen von I', K C Mx eine konstruierbare
I'-Untergarbe und L das gemaf$ 3.6. zu IC assoziierte Koeffizientensystem auf S.
Dann existiert eine Spektralsequenz E = E(S,K), die gegen Ext’y (KC, N) konver-
giert und deren Ey-Term folgende Bedingungen erfiillt.

E?0,n—1]=W, 1 .(S,L)"
E?’s = EthX-j_lf(Mx, Nx) , s€eLZ.

Dariiberhinaus ist EY"™" =0 fir p < 0 und p > n. Der von der Inklusion K C My
induzierte Homomorphismus Extl.(Mx,Nx) — Ext}.(IC,Nx) ist der Kantenho-
momorphismus dieser Spektralsequenz.

Zusatz (Natiirlichkeit der Spektralsequenz E(S, K)). Die Spektralsequenz E(S, K)
1st natirlich in IC sowie in der Stratifizierung S und beziiglich offenen Teilmengen
von X. Die Bedeutung dieser letzten beiden Figenschaften wird nun erldutert:

(a) SeiT eine dquivariante Stratifizierung von X, die feiner als S ist. Dann exis-
tiert ein Morphismus E(S,K) — E(T,K) von Spektralsequenzen, der gegen
die Identitit von Ext (K, Nx) konvergiert. Dariberhinaus ist dieser Morphis-
mus auf BV fir 0 < p < n—1 gegeben durch den Homomorphismus ng aus
3.14 und auf E{"" ist dieser Morphismus die Identitit von Extgg}k(MX, Ny).

(b) Sei V. C X eine offene Teilmenge, so existiert ein Homomorphismus von
Spektralsequenzen E(S,K) — E(SNV,K|y), der gegen die Restriktion
Exty r(K,Nx) — Exty (Klv,Ny) konvergiert. Auf dem Ei-Term ist er
durch die Abbildung W.(S, L)Y — W(S NV, LIy)'V aus 3.18 sowie durch
die Restriktion Exty p(Mx,Nx) — Extyp (My, Ny) bestimmi.

Bemerkung. Der E;-Term der Spektralsequenz aus Theorem 3.15. ldsst sich
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folgendermafen visualisieren.

EXt?(Mx,Nx)

EXt?il(Mx,Nx)

_(n_ 1) 1 EXt%(Mx,Nx)

Fiir das duRerste Differential d; : E}”"" = Hy(WL) — Ext% r(Mx,Nx) = EP°
haben wir hier keine Beschreibung. Alle anderen sind durch 3.9 gegeben.

Der Beweis dieses Satzes mit seinen Vorbereitungen erstreckt sich iiber zwei Ka-
pitel. Die technischen Aspekte des Beweises werden in Kapitel 5 vorbereitet und
der endgiiltige Beweis wird in Kapitel 6 erbracht.

Wiéhlen wir im obigen Theorem die Garbe K als p* M, so konvergiert die-
se Spektralsequenz gegen Ext*(M,N) (siche 1.17.) und W; ist das Produkt der
Moduln Hom(M/M"=@) N) iiber alle Straten o der Dimension j. Uns steht aber
natiirlich frei, welche Untergarbe K wir wahlen. Zum Beispiel ist I = M§T eben-
falls eine geeignete Wahl (die Halme {iber die singuléren Straten sind also 0 und
daraus ergibt sich W; = [, ,—; Hom(M,N)). Dass diese Wahl auch etwas niitz-
liches ergibt, zeigt z.B. 3.21.

Die Eintrdge der Spektralsequenz sind desto ,grofer”, je mehr Singularité-
ten die Operation von I' jauf dem Tripel (X, M, N) produziert®. Einerseits geht
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die Singularititenmenge X, und deren Stratifizierung durch S ein (je grofer und
komplizierter die Straten in Xj, desto komplizierter die Spektralsequenz). Ande-
rerseits ergibt sich die Grofe der Eintrige der Spektralsequenz durch WL: Sei
o € S mit |o| C X;. Betrachte die Zerlegung von M/M, und N/N,, in irreduzible
I';-Moduln (man kann hier der Einfachheit halber annehmen, dass I', endlich ist
wie es z.B. bei Triangulierungen der Fall ist). Je grofer die Anzahl der irreduziblen
[',-Moduln die in beiden Zerlegungen gleichzeitig vorkommen (mit Vielfachhei-
ten gezéhlt), desto grofer ist der entsprechende Eintrag in der Spektralsequenz.
Denn die eben genannte Anzahl ist nach dem Lemma von Schur [Serl, 2.2] die
Dimension von Homp, (M/M"= N) = Homr, (M/M" N/N'=) die seinerseits ein
Faktor der Dimension von W ist.

Je kleiner die Dimension von H, (W) sind, desto ,niiher* ist der von der Inklu-
sion K C My induzierte Morphismus a: Ext{(Mx,Nx) — Ext[ (K, Nx) an einem
Isomorphismus. Im néchsten Abschnitt, wo wir den in der Einleitung erwéhnten
Hauptsatz A formulieren und beweisen, wird dieser Sachverhalt noch klarer, denn
die Spektralsequenz kollabiert, sobald die ,singuldren Straten zusammenziehbar
sind.

3.c. Degeneration der Spektralsequenz E (S, L) bei
Triangulierungen

Wir fixieren im Folgenden eine Isotropiestratifizierung & von X mit der Eigen-
schaft, dass alle singuléren Straten zusammenziehbar sind. Dabei heifst 0 € S ein
singuldres Stratum, wenn |o| C X gilt.

In dieser Situation vereinfacht sich die Spektralsequenz E(S, L) erheblich: Ei-
nerseits sind die graduierten Moduln W;(S, £) wegen 3.7. in Grad 0 konzentriert,
denn es ist H(|o|) = 0 fiir alle 7 > 0 und alle singuliren Simplizes o (und die
Spektralsequenz degeneriert dadurch zu einer langen exakten Sequenz, wie wir
in 3.18. sehen werden). Andererseits sind die Inzidenzmorphismen [7: o] durch
gewisse ganze Zahlen bestimmt, die wir Inzidenzzahlen nennen werden (siehe un-
ten).

Besonders wichtige Beispiele fiir solche Stratifizierungen sind I'-Triangulie-
rungen und in diesem Fall sind die Inzidenzzahlen die klassischen aus [Ste].

Eine Orientierung eines singuldren (und damit zusammenziehbaren) Stra-
tums o ist die Wahl eines Isomorphismus H°(|o|: ot,) — Z (beachte, dass ot,
eine konstante Garbe ist, da |o| zusammenziehbar ist). Sind o und 7 singuldre
Straten mit dim7 = dimo + 1, so ist die Komposition Z < H(|r|; ot,) 7:]
HO(|o|; ot,) = Z gegeben durch die Multiplikation einer ganzen Zahl, die wir die
Inzidenzzahl von 7 und o nennen. Weil keine Missverstandnisse zu befiirchten
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sind, notieren wir sie ebenfalls durch [7: o].

Damit ist der Komplex W,(S, £) bei Stratifizierungen mit zusammenziehba-
ren singuldren Simplizes von der folgenden einfachen Gestalt. Nach einer Wahl
von Orientierungen aller singuldren Straten ist W;(S, £) = [[4,-; Lo und das
Differential ist das Produkt der Abbildungen

(3.16) I Z-—Le. (@)= > [rio] irg(a.)

dim r=j-+1 dimr=j+1

tiber alle 0 mit dim o = j. Dabei bezeichnet [7: 0] jetzt die Inzidenzzahl (die 0 ist,
wenn o £ 7 gilt). Wenn £ ein Koeffizientensystem der Form £ = £(KC, M, N) aus
Beispiel 3.6. ist, sind die Morphismen i, sogar die Inklusionen Hom(M/M,,N) C
Hom(M/M,, N).

Wenn § eine [-Triangulierung ist, sind die Inzidenzzahlen noch einfacher zu
beschreiben. In diesem Fall entspricht eine Orientierung eines Simplexes o einer
Wahl einer Ordnung der Ecken von o, wobei wir zwei Ordnungen als dquivalent
bezeichnen, wenn ihre Vorzeichen iibereinstimmen. Insbesondere induziert die
Orientierung eines Simplexes 7 stets eine Orientierung einer Seite ¢ C 7 durch
die Einschrankung der gewdhlten Ordnung.

3.17. Proposition. Sei S eine I'-Triangulierung von X. Seien 7,0 € S orien-
tierte Simplizes mit o C 7 und dim7 — 1 = dimo =: j. Dann gilt [T:0] = 1,
wenn die von T induzierte Orientierung dquivalent zur Orientierung von o ist
und andernfalls gilt [7:0] = —1.

Mit anderen Worten ist [7: o] die klassische Inzidenzzahl, siehe z.B. [Ste].

Beweis von 3.17. Ist T, C U, eine Tubenumgebung von |o|, so existiert ein Ho-
méomorphismus ¢: T, — R” mit ¢(|o]) = R x 0 und o(|7|NT,) = RI x R, x 0,
denn T, ist ein triviales Vektorbiindel tiber dem zusammenziehbaren Raum |o|
und |7| N T, ist der ,positive Teil“ eines trivialen, eindimensionalen Unterbiin-
dels von T,. Wir benutzen die Beschreibung des Inzidenzhomomorphismus aus
3.2. Der dortige Homomorphismus (1) ist hier ein Isomorphismus denn das Paar
(T, N U, T, N (U; —|7|) ist ein Deformationsretrakt von (U.,U, — |7|), wie man
folgendermafen sieht: Als Tubenumgebung 7, von |o| kann man eine reguldre
Umgebung von |o| (nach der ersten baryzentrischen Unterteilung) nehmen, vgl.
|Coh]. Jetzt findet man leicht eine Kollabierung (vgl. [Coh]) von 7 auf T, N7, die
sich zu einer Kollabierung von U, auf U, N T, fortsetzen lésst.

Insgesamt ist der Inzidenzmorphismus nach 3.2. im Wesentlichen beschrieben
durch (4), also durch den Randhomomorphismus des Tripels (7,7, — |o|, T, —
(|7| U |o])) und dieses Tripel ist via ¢ isomorph zum Tripel (R™",R" — R/, R" —
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(R7 x Rs)). Es existiert ein kommutatives Diagramm

Hr=i=1(R" — RY)

H =1 (R" — RI,R" — RI x Rsg) — H"(R", R" — RY),

wobei der diagonale Pfeil ¢ die Restriktion, der waagerechte Pfeil der Randhomo-
morphismus des Tripels (R", R" — R/, R" — (R/ x Rxg)) und der senkrechte Pfeil
der Randhomomorphismus des Paares (R", R" —R/) ist. Beachte, dass alle Pfeile
Isomorphismen sind, denn es ist 0 = H*(R") = H*(R",R” —R7 x Rs) (diese Ter-
me sind Teil der langen exakten Sequenzen des obigen Tripels bzw. des Paares).
Auf diese Weise liisst sich der Inzidenzhomomorphismus [7: ¢]: H(|7|) — H°(|o|)
mit dem diagonalen Pfeil ¢ identifizieren.

Orientierungen von |7| bzw. |o| (siehe Einleitung des Abschnitts 3.c.) korre-
spondieren mit Isomorphismen o;: H" 77} R" — R/, R" — R/ x R5) — Z und
0y: H(R" —R/) — Z. Nun ist 0y o i~ die von 7 induzierte Orientierung auf o,
und offensichtlich gilt

0y0ioo]! = )

1 falls 0; 0 i~ = 0y
—1 falls 010 1T = —03.

Da mit den obigen Identifikationen der Inzidenzmorphismus [7: o] mit ¢ identifi-
ziert wurde, folgt damit das Gewiinschte. O

Der Hauptsatz. Nun kommen wir zu einem der Hauptresultate, eine leichte Ver-
allgemeinerung des Theorems A der Einleitung. Sei wie immer X ein diskontinuier-
licher I'-Raum mit einer Isotropie-Stratifizierung S, die zusammenziehbare singu-
lare Straten besitze und M sowie N Darstellungen von I'. Es sei £ = L(p* M, M, N)
das Koeffizientensystem aus 3.6. fiir die spezielle Garbe K = p*M C Myx. Es
sei W, = W,(S, L) der diesem System geméfs 3.16 assoziierte Komplex von I'-
Moduln; insbesondere ist er gradweise gegeben durch

W; = J] Homi(M/M™,N).

dimo=j

3.18. Theorem. Sind alle singuldren Straten der Stratifizierung S zusammen-
ziehbar (z.B. wenn S eine T'-Triangulierung ist), so sitzt der Vergleichshomomor-
phismus « (vgl. 1.23) in einer langen exakten Sequenz
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die funktoriell in M,N, in offenen Teilmengen V' C X und der Stratifizierung S
im Sinne des folgenden Zusatzes ist.

Zusatz. Fir die lange exakte Sequenz aus 3.18. gilt weiterhin:

(a) EsseiT eine Isotropie-Stratifizierung, die feiner ist als S und deren singuldre
Straten alle zusammenziehbar sind. Sei L1 das natirliche Koeffizientensystem
auf T, das vom Koeffizientensystem L = Ls auf S (siehe oben) induziert ist.
Dann kommutiert das Diagramm

o> Hpp j(We(Ls)T) — Extd.(Mx, Nx) —— Ext/ (M, N) — - -

N

o —— H,j(Wo(L1)') — Exth(Mx, Nx) —— Ext/ (M, N) — - -

wobei die langen exakten Sequenzen jeweils die von 3.18. sind.
(b) Sei V C X eine offene Teilmenge, so dass V N|o| fir alle singuldren Straten
zusammenziehbar ist. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ

[e3%

o ——> H,_j(We(Ls)') —— Ext{,(Mx,Nx) Ext! (M, N)

e | |

e — anj(WoCcS n V)FV>  —— EXt{;V(Mv, Nv) % Eth(M|p(V),N|p(V)) _—

wobei die langen exakten Sequenzen jeweils die von 3.18. und die vertikalen
Pfeile die Restriktionshomomorphismen sind.

Mit diesem Satz hat man ein hinreichendes (aber nicht notwendiges) Kriterium
dafiir, wann « ein Isomorphismus ist:

3.19. Korollar. Seien M, N Darstellungen von I' iber k = C, so dass fir alle
x € X die I'y-Moduln M und N aufler den trivialen Moduln sonst keine gemeinsa-
men irreduziblen Faktoren besitzen. Dann ist o : Exti(Mx,Nx) — Ext* (M, N)
ewn Isomorphismus.

Beweis. Es gilt Homp, (M/MY2 N) = 0 nach dem Lemma von Schur [Serl, 2.2]
fiir alle Simplizes 0 und damit ist W, = 0 nach 3.11. O

Bemerkung. Man kann zeigen, dass H,,_;W,(S) = Extjf(M/p*M, Ny) gilt, wenn
S eine I'-Triangulierung ist. Dies sieht man nach einem Vergleich der langen ex-
akten Sequenzen 3.18. und 1.25 (die Dimensionen miissen iibereinstimmen).

Bemerkung. Aus Zusatz (a) folgt, dass f5: We(Ls)" — W(L7)" ein Quasi-
Isomorphismus ist, wenn 7 eine ['-Triangulierung ist, die feiner als eine I'-Trian-
gulierung S ist und H,(WL(8S)) hiingt in diesem Sinne nicht von der Wahl einer
[-Triangulierung S von X ab.
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Beweis von 3.18. Weil die singuldren Straten zusammenziehbar sind, vereinfacht
sich die Spektralsequenz 3.15. wegen der Beobachtung in 3.16 zu E7? = 0 fiir alle
g > 0. D.h. der E;-Term der Spektralsequenz 3.15. ist im Bereich {¢g = 0, 0 <
p<n}U{p=nmn, ¢ =0} konzentriert und es ergibt sich nach der Abkiirzung

I
CP:E{”O:< 11 Homk(M/Mg,N)>, p=0,...,n—1,

dim o=n—p—1

das folgende Bild

q
0+ 0 L) o1 i> i> cn1 L EXt?(MX7NX)
d n— 1 1 p
EXt?‘_ (Mx,Nx)
0
—(n—1) ¢ EXt%(Mx,Nx)

Genauer ist C"17* = W. der Kettenkomplex der T-Invarianten von W, (aus
3.16) mit den dort beschriebenen (also mit Hilfe der Inzidenzzahlen definierten)
Differentialen d : C? — CP~!. Aus dieser speziellen Form bekommt man eine
lange exakte Sequenz; dies geschieht in etwa so, wie man auch die ,Gysin-Sequenz"
aus einer Spektralsequenz herleitet, die nur zwei nichttriviale horizontale Streifen
besitzt, vgl. z.B. [McC, Ex. 1.D|.

Die Durchfiithrung dieses Prinzips in unserer Situation ist wie folgt. Sei
n: HHC®, dy) = B}~ /im(d;) — E}"° = Ext}:(My, Nx)

der von d; induzierte Morphismus. Fiir den Es-Term der Spektralsequenz gilt

dann:
H*(C* dy) ,p=0,...,n—2

EPY = ker n p=n—1

coker n ,p=n.
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Alle anderen Eintrage dndern sich nicht, denn es gibt keine weiteren nichttrivialen
Es-Differentiale. Dies fiihrt zu einer exakten Sequenz

(3.20) 0— Ey "0 = H 1) L Ext?(My, Ny) — Ext?(K,Nx) — 0.

Analog zum Fs-Term kann man induktiv folgern, dass es auf den héheren Termen
jeweils hochstens ein nichttriviales Differential geben kann und diese sind:

dj: H"9(C*) — ExtP 7T (Mx,Nx), j7=2,...n.
Die Konvergenz gegen Ext}.(IC, Nx) liefert uns exakte Sequenzen:
0 — cokerd;y; — Extp 7 (K,Ny) = kerd; — 0, j=2,...,n.
Diese fiigen sich zusammen mit 3.20 und den exakten Sequenzen
0 — kerd; — H"(C*) — BExt} /™ (Mx, Nx) — cokerd; — 0
zu einer langen exakten Sequenz
... — H7'C — Ext}.(Mx,Nx) — Ext/(K,N) — H'C — ...

zusammen. Der Zusatz folgt direkt aus dem Zusatz von 3.15. ]

Mit der gleichen Methode ist es mdoglich, folgende lange exakte Sequenz herzulei-
ten:

3.21. Bemerkung. Fir alle zusammenziehbaren diskontinuierlichen I'-Rdaume
X, und Isotropiestratifizierungen S mit zusammenziehbaren singuldren Straten
sowie fir alle Drarstellungen N von I' existiert eine lange exakte Sequenz

= H,_jW,(S,L)" — HI(T;N) 5 H/ (Vs N) — Hyj  Wo(S, L) — ..
1.8,
wobei i : H*(I';N) =2 H*(Y;N) — H*(Y,; N) der Restriktionshomomorphismus
und L das Koeffizientensystem L(K,k,N) mit K = kx, ist. Insbesondere ist WL
nach 3.11 gradweise gegeben durch

r _ Lo
wi= ][] N
dim o=j

Der Vorteil dieser Sequenz liegt darin, dass die Garbe N lokalkonstant iiber Y, ist,
so dass in speziellen Situationen die Kohomologie H*(Y;; N') durchaus zugénglich
sein kann, wenn die Topologie der reguldaren Menge Y, verstanden ist.
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Beweis. In der Situation von 3.15. betrachten wir den Modul M = k und die kon-
struierbare Untergarbe K = kx, C kx. Die letzte Inklusion entspricht unter der
Adjunktion 1.17. dem Restriktionshomomorphismus H*(Y; N') — H*(Y,.) (beach-
te hier, dass p*(ky,) = kx, als [-Moduln gilt). Die lange exakte Sequenz ergibt
sich nun wie im letzten Satz als Degeneration der Spektralsequenz 3.15.. O

Restriktion der Spektralsequenz E(S, £) auf offene Sterne. Wir nehmen wie-
der an, dass S eine I'-Triangulierung von X ist. Fiir alle Simplizes ¢ € S sei
S, :=8NU, = {r € Slo C 7} die Stratifizierung des offenen Sterns U,, die
durch die Restriktion der Triangulierung S entsteht. Beachte, dass dies i.A. keine
Triangulierung im strengen Sinne ist, obwohl die Straten Simplizes sind.

Wegen der Endlichkeit von I, fiir alle Simplies o gilt Ext{;U(I\/IUU, Ny, ) =
HI(Uy; Hom(M, N))'e = 0 fiir alle j > 0 (sieche auch 2.16.). Die Spektralsequenz
E(S, L) aus 3.15. konvergiert gegen Ext*(M|,w,), N|pw,)) und deren E;-Term
sieht in diesem Fall folgendermafen aus.

q
0+ Wga_l i) ngg i) e i) Wga L 0
6 n _ 1 p
0
0
0
—(n-1) 1 Homr, (M;N)

Zummaen mit der Natiirlichkeit der Spektralsequenz E(S, L), wie sie im Zusatz
von 3.15. erlautert wurde, beweist die obige Beobachtung die folgende

3.22. Proposition. Fir alle j > 0 und alle Stmplizes 0 € S existiert ein Iso-
morphismus

Koo Ext! (M|, Npw.)) = nj—1(We(S,, L))
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der natiirlich in o € S im folgenden Sinne ist. Ist o < T, so ist das Diagramm

K,

Ext! (Mlpw), N o)) = Hajrr(We(S5, £))"

i lTUU,UT

Ext! (M|pwr,y, Nlpw,)) ——= Hp—j-1(Wa(S;, L)'

kommutativ, wenn der linke vertikale Pfeil die Restriktion ist.
Fiir 5 = 0 existiert fir alle o eine kurze exakte Sequenz

0 — Homr, (M, , Nyr,) % Hom(M |y, M) — Ha 1 (Wa(S,))" — 0,
die natirlich in o ist.
Aus 3.22. folgt in Kombination mit 2.40.:
(3.23) Et (M N)py = Hy1—o(Wa(Sp0), £)7°) reX,

wihrend o(z) wie immer das eindeutige Simplex mit x € |o(z)]| ist.

Der Komplex W, von I'-Garben. Sei S, :=SNU, = {7|oc < 7} fiir alle 0 € S.
Definiere fiir alle j > 0 einen I'-Funktor W, : § — k-mod auf Objekten durch

Wi(o) := W;(Ss, £),

und auf Morphismen ¢ < 7 durch W;(o < 7) := ry, v, (vgl. 3.13). Nach
2.25. kann man W; als die eindeutige konstruierbare I'-Garbe mit H°(U,; W;) =
W, (S,) fiir alle o (und den Restriktionshomomorphismen ry, 7. ) auffassen. Die
Differentiale der Kettenkomplexe W,(S,) sind vertriglich mit den Restriktions-
homomorphismen, so dass wir einen Kettenkomplex

(3.24) W, € Ch(Sh"(X))

von konstruierbaren I'-Garben erhalten. Die Halme iiber = € |o| fiir alle Simplizes
o € S sind wegen der Konstruierbarkeit (vgl. 2.16.) gegeben durch

(325) (WO)SE = HO(UU; W‘) = W'(Saa E) ’ S ‘0-’7
und aus 2.17. folgt
(3.26) (P Wa)pw) = HO(p(Us); PiWa) = (Wa(S,, L))"

Schliefslich erhalten wir ein fundamentales Resultat, das uns eine kombinatorische
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Berechnungsmethode fiir die (Halme der) Garben &xt* (M, N') in Aussicht stellt,
nédmlich Theorem B der Einleitung:

3.27. Theorem. Fir alle j > 0 existiert ein Isomorphismus von Garben
Ext! (M, N) 2 pLH, ; 1(WW(S, L)) € Sh(Y).
Dariiberhinaus existiert eine exakte Sequenz von Garben aufY
0 — pf (Hom(M, N)) — Hom(M,N) — pl H,_1(WE") — 0.

Beweis. Sei j > 0 und I'\S die induzierte Triangulierung auf Y (aufgefasst als
geordnete Menge und damit als Kategorie). Wir haben eine Kette von Isomor-
phismen, die natiirlich in o sind:

2.17.
~

HO(p(Us); p HyW) = H(Uss HyW)'

—
*

)

12

H;(Wo(S,, L))"

e
R

‘ Eth_j_l (M ’p(UU) ) N’p(Uc))

N
[P

H(p(U,); Ext™ 71 M, N)).

Bei (%) benutzen wir die Definition von W, und die Exaktheit des Funktors
H°(U,; —) auf der Kategorie der S-konstruierbaren Garben, vgl. 2.16.. Also de-
finieren die konstruierbaren Garben pl H;W, und &xt" 71 (M,N) gemiR 2.25.
zueinander isomorphe I'-Funktoren. Damit existiert ein Isomorphismus

Ext" T (ML, N) = pLH;(W,) (man benétigt auch die Exaktheit von pl, siehe
1.16.).

Fiir j = 0 lasst sich die gewiinschte exakte Sequenz vollig analog aus der ex-
akten Sequenz in 3.22. konstruieren. Notiert man durch F die konstruierbare
Garbe auf Y, die gemif 2.25. vom Funktor (o) — (coind;,, Hom(M, N))" =
Homr_ (Mg, , Ny, ) bestimmt ist, so erhélt wie oben eine exakte Sequenz

0— F — Hom(M,N) — pLH, 1(W,) — 0.

Die lokalen Schnitte H%(p(U,); pL (Hom(M, N)) sehen wegen 2.16. ebenfalls so aus
(es ist p(U,) = Uy der offene Stern um (0)) und damit sind wir fertig. O

Hiermit sind wir in der Lage, die in der Einleitung vorgestellten Verschwindungs-
resultate, namlich Theorem C, und sogar etwas mehr zu beweisen.

3.28. Theorem. Set X ein diskontinuierlicher I'-Raum der Dimension n und
seien M sowie N Darstellungen von I.
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(a) Der Vergleichshomomorphismus o: Extl(My,Ny) — BExt?(M,N) ist sur-
jekti fir j =n und bigektiv fir 37 > n.

(b) Ist X zusammenziehbar, so gilt Ext!(M,N) = 0 fiir alle j > n. Ist dariiber-
hinaus die Operation von T’ auf X nicht kokompakt, so gilt Ext"(M,N) = 0.

(c) Seix € X undV eine zulissige Umgebung von X . Dann gilt Ext! (M, N )y =
0 fir alle j > codim(X"= N'V). Insbesondere gilt Ext™ (M, N') = 0.

(d) Es ist HP(Y; ExtY (M, N)) =0 fir alle p,q = 0 mit p+ q > n.

Es sei darauf hingewiesen, dass wir die Zusammenziehbarkeit von X im Vergleich
zu Theorem C nur in einem Punkt vorausgesetzt haben.

Bewers. Wir fixieren eine I'-Triangulierung S von X.

(a) folgt aus 3.18. und aus der Definition des Komplexes W,, der in den Gra-
den 0 bis n — 1 konzentriert ist. Der Abschnitt der langen exakten Sequenz
Hy(WY) — ExtE(My, Nx) — Ext" (M, N) — 0 beweist z.B. die Surjektivitt.

(b) Es ist Ext%(Mx,Nx) & H*(Y;pl (Hom(M, N)) nach 1.8. und 1.26., falls
X zusammenziehbar ist. Aus (a) folgt die Behauptung. Fiir den Fall der nicht
kokompakten Operation siehe 1.21.

(¢) Sei x € X und d = dim(XT=NV) = dim(Xpr, NV). Die Restriktion der Tri-
angulierung auf Vr, = X1 NV definiert eine Stratifizierung von V-, weil Triangu-
lierungen per definitionem insbesondere Isotropie-Stratifizierungen sind. Wir wéh-
len ein offenes Stratum von Vi, welches die Dimension d haben muss. Dieses Stra-
tum ist die Einschrankung eines Simplizes 0 € S der Dimension d mit |o| C Xr,
und |o| NV # @. Aufgrund der Konstruierbarkeit von &xt*(M,N') beziiglich
aller Isotropiestratifizierungen (vgl. 2.37.) gilt &xt" (M, N )y = Ext™ (M, N)pan
fir alle ' € |o|. Aus 3.23 folgt jetzt die Behauptung, denn der Kettenkomplex
We(S,) ist konzentriert im Bereich {d,...,n —1}.

(d) Man beachte, dass X~ aus den Punkten z € X mit dim(X"™ NV,) < j
besteht, wenn V. eine beliebige zuldssige Umgebung von x ist. Aus (c¢) folgt, dass
die Garbe &xt!(M, N) auf der abgeschlossenen Teilmenge X S"4 konzentriert ist,
woraus die Behauptung folgt, da Y S""9 = I'\ X S"~¢ ein stratifizierter Raum der
Dimension < n — ¢ ist. (Fiir den Beweis der Verschwindung H? (Y'; Ext?(M, N))
HI (Y>> &t/ (M, N)) = 0 fiir alle j > n—¢q wende man Ubung I1.11 von [Bre2]
(S.170) auf F =Y~ und U =YY — F = Y7 an, um induktiv zu zeigen, dass
Y'S) die Dimension j besitzt. Dabei beachte man, dass Y/ = Y — YSI=1 eine

topologische Summe von j-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ist.) O

3.d. Alternative Beweise der klassischen Resultate

Wir fixieren weiterhin eine I'-Triangulierung & des diskontinuierlichen Raumes
X sowie das Koeffizientensystem £ = L(p*M,M,N) aus 3.6., das zu zwei Dar-
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stellungen M und N assoziiert ist. Bevor wir zu den ersten Beispielrechnungen
im néchsten Kapitel 4 kommen, soll gezeigt werden, wie die eben entwickelten
Methoden zu alternativen Beweisen der in Kapitel 1 vorgestellten klassischen Re-
sultate fithren. Diese alternativen Beweise basieren auf der folgenden elementaren
Eigenschaft des Komplexes W,.

3.29. Proposition. Ist mindestens eine der Darstellungen M und N trivial, so
gilt Wo(S, L)Y = 0 und piW,(S, L) = 0.

Beweis. Wegen 3.11 und 3.26 geniigt es zu zeigen, dass Homp, (M/MY N) = 0
fiir alle z gilt, denn W,(S)' und W, (S, )" sind direkte Summen von solchen
Termen. Ist M trivial, so gilt M'= = M also ist dieser Fall klar. Ist N trivial, so
gilt Homp, (M/M"'= N) = 0 wie man folgendermaRen sicht. Sei ¢ : M — N ein
I',-dquivarianter Homomorphismus mit o(MY=) = 0. Sei m € M beliebig und
W = (e, gm)/ITa] € M+, Dann gilt 0 = () = 5, gip(m)/|Te] = (m),
weil [', trivial auf N operiert. O]

Aus dieser Proposition folgt iibrigens unmittelbar 1.19.a, indem wir 3.27. benut-
zZen.
Die Kombination von 3.18. mit 3.29. fiilhrt uns zum

3.30. Korollar. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und M sowie N Darstel-
lungen von X. Dann ist der Vergleichshomomorphismus o: Ext;(Mx,Nx) —
Ext*(M,N) aus 1.23 ein Isomorphismus, sofern mindestens eine der Darstel-
lungen M und N trivial ist.

In Anbetracht dessen, dass Extf(Mx,Nx) isomorph zu H*(I'; Hom(M,N)) ist,
wenn X zusammenziehbar ist (vgl. 1.26.), sind damit die beiden Resultate 1.18.
und 1.8. bewiesen (zumindest, wenn beim Letzteren vorausgesetzt wiirde, dass X
ein diskontinuierlicher I'-Raum, also insbesondere eine Mannigfaltigkeit, ist).

Es sei darauf hinwgewiesen, dass beim urspriinglichen Beweis von 1.18. in
[Sin] vom Lemma 1.19. (das seinerseits in [Sin| mit der Poincaré-Verdier-Dualitéat
bewiesen wird) Gebrauch gemacht wurde. Hier wurde dieses Lemma nicht benutzt.
Interessant ist aber, dass man auch dieses Hilfslemma mit den neuen Methoden
beweisen und dabei sogar zum Teil auf die Orientierbarkeit von X verzichten
kann. Wir formulieren und beweisen daher ein etwas allgemeineres Lemma und
der Leser vergleiche die folgenden Voraussetzungen mit denen aus 1.19.

3.31. Lemma. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum, M sowie N Darstellungen

von I'.

(a) Ist M oder N trivial, so gilt Ext! (M, N') = 0 fiir alle j > 0 und Hom(M,N) =
pL (Hom(M, N).)-
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(b) Ist X ein orientierter diskontinuierlicher T'-Raum, so gilt Hom(M,N) =
pL (Hom(M, N) )

Beweis. (a) folgt aus 3.27. in Kombination mit 3.29.

Bei (b) beachte, dass die reguldre Menge X, mindestens Kodimension 2 besitzt,
weil I' orientierungserhaltend operiert, siehe Beweis von 1.6. Insbesondere gilt
[, = 1 fiir alle Simplizes mit dim(o) = n— 1, da solche Simplizes in der reguléren
Menge X, enthalten sein miissen. Daraus folgt Homp, (M/MY N) = 0 fiir alle
solche Simplizes und damit ist pL H,,_;W, = 0, da deren Halme nach 3.26 direkte
Summen von Moduln der Form Homr, (M/M" N) mit dim o = n — 1 sind (siche
Definition von W,(S)). Jetzt benutze man die exakte Sequenz in 3.27. O



4 Uber die Berechnungen von H.(W!) und
Ext* (M, N)

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns eingehender mit dem Problem der Be-
rechnungen der Invarianten Ext*(M,N), &t* (M, N). Da wir die Resultate aus
Kapitel 3 heranziehen wollen, miissen wir uns mit der Berechnung der Homolo-
gie von W! beschiftigen. Die dadurch entstehenden Methoden erproben wir an
einigen Beispielen.

Schlieflich wenden wir uns im letzten Abschnitt der Frage tiber die Endlich-
dimensionalitdt der obigen Invarianten. Wir stellen Bedingungen vor, die diese
Endlichkeit garantieren. Dabei sei nicht vergessen, dass Theorem 3.15., auf dem
alles basiert, noch nicht bewiesen wurde. Dieses wird wie schon erwahnt erst im
Kapitel 6 bewiesen und Kapitel 5 dient der Vorbereitung. Der eher an dem Be-
weis interessierte Leser kann ruhig dieses Kapitel iiberspringen und ab Seite 75
fortfahren.

4.a. Orientierte diskontinuierliche Raume

Erinnern wir uns daran, welche Beispiele fiir I' und X uns stets vorschweben: Es
sind arithmetische Gruppen I" die auf einem assoziierten symmetrischen (zusam-
menziehbaren) Raum X = G/K operieren, wie bereits in Beispiel 1.3. erklért
wurde. Die konkreten Berechnungen, die wir in folgenden Abschnitten anstellen
mochten, werden wir an den Beispielen 1.3.c und 1.3.d vornehmen, nachdem wir
etwas zur Berechnung der Halme von &t* (M, ') (im Allgemeinen sowie konkret
bei niederdimensionalen Beispielen) gesagt haben.

Eine Gemeinsamkeit all solcher Beispiele ist, dass I' orientierungserhaltend
auf X operiert. Viele interessante Beispiele besitzen die Eigenschaft, dass I' nicht
kokompakt auf X operiert, d.h. der Quotient Y = I'\ X ist nicht kompakt. Daher
erheben wir es in diesem Kapitel zur Grundvoraussetzung, dass X ein orientierter,
zusammenziehbarer, diskontinuierlicher I'-Raum ist, auf dem I' nicht kokompakt
operiert. Dies fiihrt zu einigen Vereinfachungen, die wir jetzt aufzdhlen. Zunéchst
gilt

(4.1) H*(T;M) = H*(Y; M) und H?(T'; M) = 0 fiir alle j > dim(X)

61
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fiir alle Darstellungen M von I' wegen 1.8. und 1.21. Weiterhin ist die singulé-
re Menge X mindestens von der Kodimension 2 in X (sieche Beweis von 1.6.),
woraus folgt, dass der Komplex W, = W, (S, L) aus 3.8. wegen 3.7. im Bereich
{0,...,n — 1} konzentriert ist, wobei S eine Isotropiestratifizierung von X und
L das Koeffizientensystem L£(p*M,M,N) aus 3.6. fiir Darstellungen M, N von I'
ist.

Sind die singulédren Straten von S zusammenziehbar (z.B. eine Triangulie-
rung), so vereinfacht sich die nach 3.18. existierende lange exakte Sequenz an den
beiden Enden und wir bekommen eine etwas kiirzere exakte Sequenz

(42) 0 —HYT;Hom(M,N)) % Ext'(M,N) — H,_ (W) — ...
.. — H/(T;Hom(M, N)) = Ext!(M,N) — H,_; 1(W}) — ...
.. — H"YT;Hom(M, N)) % Ext™ (M, N) — Hy(WL) — 0.

Dariiberhinaus gilt
(4.3) Ext’(M,N) = Homp(M,N) und Ext/(M,N) = 0 fiir alle j > dim(X),

wihrend die erste Gleichung aus Hom(M,N) = pE(Hom(M,N)X) (vel. 3.31.)
und die zweite aus 3.28. folgt.

4.b. Einige Berechnungen bei lokalen Modellen

Wir mochten in diesem Abschnitt die Berechnung der Halme von &xt*(M,N)
erdrtern. Nach 2.40. gilt Ext(M, N ), = Ext*(¢“My, ¢ENy) fiir alle zuléssigen
Umgebungen V' eines Punktes x € X, wenn G =T, und ¢ : V — p(V) = G\V
die Projektion bezeichnet. Mit anderen Worten: Wir nehmen das Problem 2.38.
in Angriff. Dies ist deshalb von Interesse, weil Informationen {iber die Garbe
Ext* (M, N) niitzlich fiir die Lokal-Global-Spektralsequenz 1.12., ein klassisches
Werkzeug fiir die Berechnung von Ext*(M, N), wiire.

Wir fixieren also ein lokales Modell (V,G), d.h. V' = R" und G ist eine end-
liche Gruppe zusammen mit einem Homomorphismus ¢ : G — SO(n), vgl. 1.5.
(jede zuldssige Umgebung ist ein lokales Modell). Die Gruppe G operiert via ¢
orientierungserhaltend und diskontinuierlich auf V. Wir notieren die kanonische
Projektion durch ¢ : V. — U = G\V.

Die folgende Beobachtung zeigt, dass wir fiir unsere Zwecke ohne Einschran-
kung annehmen konnen, dass ¢ injektiv, also G eine Untergruppe von SO(n)
ist.

Bemerkung. Sei Gy = ker(¢) und K = G/Gy. Dann gilt G\V = K\V und die
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Projektion V' — K\V stimmt mit ¢ {iberein. Weiterhin gilt ¢&(My) = ¢X(My/)
fiir alle Darstellungen M von GG. Denn fiir alle W C U ist es fiir eine lokalkonstante
Abbildung ¢~ (W) — M gleichwertig, ob sie G- oder K-dquivariant ist.

Wir nehmen also an, dass G eine endliche Untergruppe von SO(n) ist und auf
natiirliche Weise auf V' = R" operiert. Wir verwenden wieder die Notation M =
q%(My), weil jetzt keine Missverstiindnisse zu befiirchten sind.

Wie wir bereits wissen, gilt Ext’ (M, N) = &t/ (M, N ), = 0 fiir alle j >
n — d, wobei d := dim(V%), vgl. 3.28. und 2.40. Der nichste Satz gibt uns eine
Formel fiir Ext" "1 (M, N)p0)-

4.4. Satz. Sei (V,G) wie eben und d = dim(VY). Es gilt Ext! (M, N) = 0 fiir alle
i =n—dund Ext"" (M, N) = Homg(M% /MY N), wobei G, die Untergruppe
von G ist, die von allen Stabilisatoren G, mit x € V und G, # G erzeugt ist.
Insbesondere gilt Ext”_d_l(/\/l,f\f) =0, wenn n — d ungerade ist.

Beweis. Wir haben eine Zerlegung V = V¢ x Z von G-Réumen, wobei Z der
Kern der Normalisierung V = R* — V% z — |G|7'2 gec 92 ist. (Die Inklu-
sion V€ — V definiert eine Zerfillung der kurzen exakten Sequenz 0 — Z —
V — V% — 0). Die Operation von G auf V¢ ist trivial und es gilt Z¢ = 0 und
dim Z = n —d = codim V¢. Auferdem ist die Operation auf Z treu, so dass man
G als eine endliche Untergruppe von SO(n — d) auffassen kann. Wir wéhlen eine
I-Triangulierung 7 von Z und definieren durch S = V¢ x T eine Isotropiestrati-
fizierung (d.h. die Straten sind von der Form V¢ x |7, wobei 7 € T die Simplizes
von Z durchlauft). Die Straten dieser Stratifizierung S sind alle zusammenziehbar,
so dass wir 3.18. anwenden konnen. Es gilt Ext/,(My, Ny) = H/(G; Hom(M, N))
wegen der Zusammenziehbarkeit von V und dies ist 0 fiir alle j > 0 wegen der End-
lichkeit von G. Nach 4.2 gibt es Isomorphismen Ext! (M, N) = H,_; ;W,(S)%.
Beachte, dass es wegen der Endlichkeit von G und damit der Exaktheit von (—)¢
keinen Unterschied macht, wie bei H,_; 1W,(S)¢ geklammert wird. Insbesonde-
re gilt Ext" "M, N) = Hy(W,(S))¢. Wir betrachten nun den Kettenkomplex
W, genauer.
Beachte, dass dim(7 x V) = dim(7) + d gilt, also

Wira(S)= [ Hom(M/M% N).

dim 7=j

Da 7 nur einen Simplex oy der Dimension 0 (und zwar Z¢ = {0}) besitzt und
dessen Stabilisator G,, = G ist, sieht die d-te Stelle des Komplexes W, folgen-
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dermafien aus.

Wit Wiy Woy =
.~ @ Hom(M/M%,N) 5y (M/ME,N) 0

dim =1
Das Differential 0 kann man schreiben als § = Hom(9, N), wenn

0:M/M% — T M/Mm¢

dim 7=1

das Produkt der Homomorphismen [7: o¢] - .: M/M% — M/M®" bezeichnet und
7, von der Inklusion M € M& induziert ist. Damit folgt ker @ = M /MY, wobei
G’ die von den G, (iiber alle 7 mit dim7 = 1) erzeugte Untergruppe von G ist.
Es folgt

Ext" %1 (M, N) = coker § = Hom(ker &, N) = Hom(M% /MY N).

Damit geniigt es, G' mit der Gruppe G, aus der Behauptung zu identifizieren.
Offensichtlich gilt G' C G, weil die G Stabilisatoren mit G, # G sind. Anderer-
seits sei G, ein Stabilisator mit G, # G. Man kann annehmen, dass x € Z ist, weil
G trivial auf V¢ operiert. Sei 7(z) das eindeutige Simplex von Z mit x € |7(z)].
Sei 7 eine eindimensionale Seite von 7(z). Dann gilt G, = G, C G, C G', was
ZU zeigen war.

Nun zu der letzten Aussage: Sei n — d ungerade. Dann hat jedes Element von
G C SO(n — d) einen nichttrivialen Fixpunkt in Z, woraus Gy = G und damit
MC /ME = 0 folgt. O

Die Verschwindungsresultate fiir die Garben &xt* (M, N') im letzten Satz 4.4. und
in 3.28. konnen i.A. nicht verbessert werden, wie wir an folgenden Beispielen sehen
werden.

4.5. Beispiel (Zyklische Gruppen). Sei G C S! die zyklische Gruppe der Ord-
nung m, die auf X = C" durch komponentenweise Multiplikation operiert. Dann
besteht die singuldre Menge aus einem Punkt: X; = {0} und & = {{0}, X,.} ist
eine Isotropiestratifizierung von X, bei der das einzige singuldre Stratum zusam-
menziehbar ist. Die irreduziblen Darstellungen von G sind in [Serl, 5.1] wie folgt

beschrieben: Sei w = e ein Erzeuger von G. Definiere Charaktere x;, : G — C |
h=0,...,m—1 durch
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Diese beschreiben irreduzible Darstellungen M, von G und dies sind bis auf Iso-
morphie die einzigen. Wir setzen M, := p¥(M,). Beachte, dass My = C die
triviale Darstellung und M$ = 0 fiir alle A > 0 ist. Nach 2.40. ist Ext/ (Mg, N) =
Ext! (k,N)po) = 0 fiir alle j > 0 und Darstellungen N von G.

Sei h > 0und i > 0 und h,i < m — 1. Nach 4.4. gilt Ext*"" (M, M;) =
Homg(M$* /M$ M;) = Homg(M$*, M;) (wegen M$ = 0). Nun existieren keine
nichttrivialen Stabilisatoren G, mit G, # G, woraus G4 = 1 folgt und damit gilt
nach dem Lemma von Schur [Serl, 2.2]

Ext2n_1(Mha M;) = Homg(Mp,, M;) = On,i - C,

wenn 6y, ; das Kronecker-Delta bezeichnet. Analog kann man verfahren, indem
man X = C" x R betrachtet und G auf dem Faktor C" wie eben und auf R trivial
operieren lisst. Wieder aus 4.4. folgt Ext® ' (M, M;) = 6, - C.

Dariiberhinaus ist Ext’(M,,, M;) = 0 fiir alle j ¢ {0,n}, weil der Komplex
W, in Grad 0 konzentriert ist.

4.c. Beispiele: PSLy(Z) und SLy(O)

Wir untersuchen nun die Berechenbarkeit von Extr (M, N) fiir orientierbare
diskontinuierliche I'-Réume mit dim(X) € {2,3} erst im Allgemeinen und dann
fir die Beispiele I' = PSLy(Z) und I' = SLy(O), wobei O der Ganzheitsring eines
quadratisch imaginédren Zahlkorpers ist.

Dimension 2 Sei I eine diskrete Gruppe und X ein zusammenziehbarer orien-
tierbarer I'-Raum der Dimension 2. Da die Kodimension der singuldren Menge
X mindestens 2 ist (siche Beweis von 1.6.), ist hier X, diskret und wir schreiben
Xs = {%a}aca. Damit ist der Komplex W, aus 3.16 konzentriert in Dimension 0.
Es gilt Ext®(M, N) = Homp(M, N) und Ext? (M, N') = 0 fiir alle j > 2 und alle
Darstellungen M, N von I' nach 4.3. Die exakte Sequenz aus 4.2 ist hier kurz:

0 — HYI'; Hom(M,N)) — Ext'(M,N) — W§ — 0

und da dies eine exakte Sequenz von Vektorrdumen ist, erhalten wir einen (nicht
natiirlichen) Isomorphismus

(4.6) Ext'(M,N) = H'(T';Hom(M,N)) & € Homr,_ (M/M"= N).

ael\A

Wir wenden dies nun auf das folgende klassische Beispiel an:
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PSLy(Z) Sei X = h? der obere Halbraum. Die Gruppe SLy(Z) operiert auf h?

Via

A-z:=

az+0b a b
A=

cz+d’ (c d

vgl. [Shi, 1.2]. Das einzige nichttriviale Element von SLy(Z), das als Identitét

operiert, ist —I, wahrend I, die 2 x 2-Identitdtsmatrix ist. Somit operiert der
Quotient

) € SLy(Z), z € b,

[ := PSLy(Z) := SLy(Z) /{ £}

effektiv, diskontinuierlich und orientierungserhaltend auf dem zusammenziehba-
ren Raum X = b2

Die einzigen Punkte von X, die keinen trivialen Stabilisator haben, liegen in
den Orbits von i und p := (1 +1/=3)/2. Es gilt

0 1

I; = (B), B:(_l .

) . ord(B) =2,

r, = (C), cz(j é) ord(C) = 3,

vgl. [Shi|]. Dariiberhinaus ist I" nach [Ser2, 4.2.(c)| das freie Produkt von I'; und
r:
PSLy(Z) =T, *T,,.

Die singulédre Menge ist die Vereinigung der Orbits von p und i, Xy = (I':)U(T"- p).
Die Menge {I';,I',} ist eine Représentantenmenge aller Stabilisatoren H C I’
und die grobste Isotropiestratifizierung lasst sich einfach beschreiben: Das offene
Stratum ist wie immer X, und sonst gibt es nur 0-dimensionale Straten, namlich
die Punkte in den Orbits von ¢ und p.

Weil topologisch T'\h? = R? gilt, ist die Operation von I' nicht kokompakt.
AuRerdem ist h? zusammenziehbar. Wir wenden die Beobachtungen bis 4.6 an,
somit gilt Ext’ (M, N) = 0 fiir j > 2 fiir jede Darstellung M und N von I' und

Ext'(M,N) = H(T'; Hom(M,N)) @ Homp,(M/M" N) @ Hompp(M/l\/lFP, N).

Wir wollen Letzteres explizit fiir die Darstellungen M = Msy,,, N = My,,,, n,m € N
bestimmen, wenn M,, fiir alle n € N die folgendermafen definierte Darstellung
von I bezeichnet (vgl. auch [Shi, 8.2]):

(4.7) M, = {p(X.,Y) € k[X,Y] | p ist homogen vom Grad n }.
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Die Gruppe SLy(C) (und damit auch I' = SLy(Z)) operiert via

(“ Z) p(X,Y) = p(aX + cY,bX +dY).
C

Das sind bis auf Isomorphie alle irreduziblen Darstellungen von SLy(C) und M,,
heifst der Modul der bindren, homogenen, Polynome vom Grad n. (Beachte, dass
fiir alle ungeraden n gilt: M,, = 0. Daher beschrianken wir uns nur auf gerade n,
zumal nur Darstellungen von PSLy(Z) sind, weil —I, genau dann trivial auf M,,
operiert, wenn n gerade ist.)

Fiir die Berechnung der Kohomologie von PSLy(Z) gibt es wohlbekannte
Methoden, wie sie z.B. in [Har| erldutert sind (dort wird die Cech-Kohomologie
H*(T\X; pt(Hom(M, N))) nach einer geeigneten Uberdeckung von I'\X durch
azyklische offene Teilmengen bestimmt). Wir konzentrieren uns auf die Berech-
nung der Summanden Homp, (M, /M5i, Ms,,) und Hompp(Mgn/M;ﬁ, Ma,,,) fiir
n,m = 0.

Es gilt

B-pX,)Y)=p(-Y,X), C-pX)Y)=p(-X-Y, X).

Weil I'; = (B) und I', = (C)) zyklische Gruppen sind, ist V' die Menge der Fix-
punkte von B fiir jeden I';-Modul V. Entsprechendes gilt fiir I',. Insbesondere ist
M5 der Raum der homogenen Polynome p vom Grad 2a mit p(X,Y) = p(=Y, X)
und Mg[l’ ist der Raum der homogenen Polynome vom Grad 2a mit p(X,Y) =
p(=Y — X, X).

Wir konzentrieren uns zunéchst auf die Operation von I'; = (B) auf der Dar-
stellung My, und wollen diese in irreduzible Darstellungen von I'; zerlegen. Es
gibt bis auf Isomorphie genau 2 irreduzible Darstellungen der zyklischen Grup-
pe I'; = {1, B}, die beide 1-dimensional sind und deren Charaktere g und
sind durch 1(B) = 1 bzw. ¢, (B) = —1 festgelegt, vgl. [Serl, 5.1|. Sei xa,, der
Charakter der I';-Darstellung My, also xa2,(1) = dim My, = 2n + 1 und

X2n(B) = Spur(B : My, — Ma,,).

Um letzteres zu bestimmen, betrachten wir die Basis {X/Y?"™ | j =1,...,2n}.
Esist B- X7Y?"7 = (—1)I X?"77YJ  also existiert auf der Diagonalen der Darstel-
lungsmatrix nur ein nichttrivialer Eintrag und dieser ist (—1)". Es folgt x2,(B) =
(—1)™. Nach [Serl, Th. 4, S. 16] ist
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und die Anzahl der irreduziblen Faktoren von ; in My, betragt (yom,t¢1) =
(2n+1—(—=1)")/2. Mit dem Lemma von Schur (vgl. z.B. [Serl, 2.2|) folgt damit

(4.8) | dim Homp, (Mg, /M5 Ms,,) = i(?n +1—(=1)")-2m+1—(=1)™).

2n»

verstehen. Dafiir beschreiben wir erst einmal die Charaktere der irreduziblen Dar-
stellungen von I', = {1,C,C?}. Sei w = €5

Nun wenden wir uns I') zu und wollen auf die selbe Weise Hompp( Mo,/ M7 Ma,,)

‘. Nach [Serl, 5.1] gibt es bis auf
[somorphie genau 3 irreduzible Darstellungen, deren Charaktere g, 1, 15 durch
die Tafel

1 ¢ ¢?
Yo |1 1 1
|1 w W?
P |1 W w

beschrieben sind. Es sei (2, der Charakter der I',-Darstellung M,,,. Wir miissen
die Spuren von C' und C? als Operatoren auf My, bestimmen. Diese Elemente
operieren auf der kanonischen Basis durch

C’.(XjYanj) — (_1)j(X+Y)jX2n*j’ 02'(ij2n*j) — (_1)]‘}/]'()(4_}/)2117]'7

fiir j = 1,...,2n. Der j-te Eintrag der Hauptdiagonalen der Darstellungsmatrix
ist (—1)/ (2"]._j ), insbesondere 0 fiir j > n. Damit ergibt sich:

= Spur(C : My, — May) = En:(—l)j (2” fj).

=0 J

Es ist leicht zu sehen, dass dies auch die Spur von C? ist, so dass wir insgesamt
Folgendes haben:

(49) C2n(1) =2n + 17 C2n(0> - <2n(02> = Qnp.

Es ergibt sich
(Conltho) = (2n 41+ 200)/3

und

(Ganlt1) = (Canltha) = 2n+ 14 (W + W) /3 = (2n+1 — a,) /3.
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Also mit dem Lemma von Schur:

2
(4.10) (mmAMMAﬁ;M%J:§@n+1—a@@n+1—a¢

Zu guter Letzt ist es moglich, «,, fiir alle n > 1 zu bestimmen:

Behauptung. Fiir alle n > 1 gilt

1 ,n=0 mod 3
anp =40 ,n=1 mod 3

—1 ,n=2 mod3
Beweis. Wir definieren eine Hilfsfolge
- (2n+1—3j
@,:}j@qy( , )
=0 J

Mit der Pascalschen Identitéat (Z) + (kfl) = (azl) folgert man nun fiir alle n > 1:

ﬁn—l — Op—1 = Qp, Qn — ﬁn—l = ﬁn

Mit Hilfe dieser Identitaten zeigt man nun induktiv fiir alle n > 1:

1 ,n=0 mod 3 1 ,n=0 mod 3
a, =<0 nm=1 mod3 und fB,=¢—-1 ,n=1 mod3
-1 ,n=2 mod3 0 ,nm=2 mod 3.

Dabei unterscheide man beim Induktionsschluss n — n+1 die 3 Félle, obn = 0,1
oder 2 mod 3 gilt und fiir den Induktionsanfang beweise man die Gleichungen fiir
n=1,23. m

Dimension 3 Sei I" eine diskrete Gruppe und X ein orientierbarer zusammen-
ziehbarer diskontinuierlicher I'-Raum der Dimension 3. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass fiir jeden Stabilisator H < I' die Zusammenhangskompo-
nenten des Raumes Xy zusammenziehbar sind (ansonsten miissen wir die Zusam-
menhangskomponenten in zusammenziehbare Straten zerlegen).

Beachte, dass die singulire Menge X, mindestens Kodimension 2 besitzt (vgl.
1.6.), also ist dim(X;) < 1. Der Fall dim(X;) = 0 ist ebenso leicht zu behandeln
wie wie im letzten Paragraphen, wo wir den Fall dim(X) = 2 behandelt haben
(denn in diesem Fall ist der Komplex W, in Grad 0 konzentriert). Der interessan-
te Fall ist dim(X,) = 1. In diesem Fall ist X, ein Graph und der Komplex ist
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konzentriert in den Graden 0, 1, d.h. es ist die Homologie von
(4.11) o0 WL WD o,
zu bestimmen, um mehr Information tiber die Sequenz

(4.12) 0 —H(I'; Hom(M,N)) — Ext'(M,N) — H; (W)
— H*(T; Hom(M, N)) — Ext*(M,N) — Hy(WL) — 0

aus 4.2 zu erhalten.

Wir mochten den Komplex WL in dieser Situation etwas besser verstehen.
Wir haben bereits im Beweis von 4.4. einen Differential von WL bestimmt. Dort
war dies jedoch einfach, weil genau ein Stratum die minimale Dimension besafs.
Im Allgemeinein ist der Graph X, jedoch komplizierter und der Komplex WL
schwieriger zu verstehen.

Um den Dingen Namen zu geben, sei V' die Menge der O-dimensionalen Stra-
ten von X, also die Menge der Ecken des Graphen X,. Entsprechend sei E die
Menge der 1-dimensionalen Straten, also Kanten von X,. Weil wir angenommen
haben, dass sie zusammenziehbar sind, sind diese homéomorph zu R. Beachte,
dass V und F eine von X induzierte Operation von I' besitzen. Man gebe jeder
Kante e € E eine Orientierung und sei a(e) € V' der ,Anfangsrandpunkt” und
w(e) € V der ,Endrandpunkt® von e. Die Inzidenzzahl [e:v] ist 1, wenn a(e) = v
ist und sie ist -1, wenn w(e) = v ist. Ansonsten ist sie 0. Da I" orientierungserhal-
tend auf X operiert, kann man die Kanten so orientieren, dass die Abbildungen

a,w: E—V

I-Aquivariant sind. Fiir alle e € E bezeichne I', den Stabilisator von e, d.h. T',
besteht aus allen g € I" mit ge = e. Nun ist nach Definition klar, dass das
Differential W; — W, gegeben ist als das Produkt der Abbildungen (iiber alle
veV)

HHom(M/MFe,N) — Hom(M/M"™ N),  (2)ecr — Z Te — Z Te.

eck ale)=v w(e)=v
Es folgt
(4.13) kerd = (To)een | Y Te= »  wfiralleveV

a(e)=v w(e)=v
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Diese Methoden kann man im Prinzip anwenden, um die Homologie von WL im
Beispiel der Operation von SLy(Q,4) auf dem oberen Halbraum zu bestimmen
(wobei O der Ganzheitsring des imaginir quadratischen Zahlkorpers Q(v/—d)
ist), um Informationen iiber die Kohomologie von SLy(O;) mit Koeffizienten
Hom(M,,,M,,) = MY ® M,,, wihrend M,, die Darstellung in 1.17. ist. Die Bilder
in |[Hat| vermitteln einen Eindruck davon, welche geometrische Bedeutung die
Berechenung von H,W! hat: es ist die Kohomologie des (gerichteten) Graphen
Ys, mit dem Koeffizientensystem, das iiber jeder Ecke/Kante (o) von Y; durch
Homr, (M/MY7 N) gegeben ist.

Da hier aber Wahlen getroffen werden miissen, nédmlich jeweils eine représen-
tierende Ecken/Kanten o von X fiir jede Ecke/Kante (o) von Yj, stoft man bei
der Berechnung von H*Wl: auf ahnliche Probleme wie bei den tiblichen Ansat-
zen der Berechnung der Kohomologie H*(T'; MY ® M,,) (in Abhéngigkeit von d),
so dass man mit diesem Ansatz keine neue Informationen gewinnt — zumal man
dann noch zusétzlich etwas tiber Ext*(M,,, M,,) sagen muss. Etwas niitzlicher in
dieser Hinsicht scheint jedoch der Ansatz iiber die exakte Sequenz 3.21. zu sein,
weil die Kohomologie H*(Y;; ) leichter zu verstehen ist als Ext* (M, N), da N
eine lokalkonstante Garbe auf der reguldren Menge Y, ist. Letzteres ist fiir viele
d ein Komplement eines Graphen im R3, siehe z.B. die Bilder in [Hat].

4.d. Endlichkeitsbedingungen

In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, wann wir garantieren konnen, dass
die Invarianten Ext*(M, N) endlichdimensional sind. Fiir lokale Modelle ist diese
Frage grundsétzlich mit ,immer* zu beantworten.

4.14. Satz. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und seien M und N Darstel-
lungen von T'. Dann sind die Halme der Garben Ext* (M, N') endlichdimensional.

Beweis. Folgt aus 3.23, denn ein Simplex in einer I'-Triangulierung ist eine Seite
von nur endlich vielen anderen Simplizes, so dass der dortige Komplex W, (S, (2, £)
fiir alle x € X endlichdimensional ist. O

Das obige Argument geht tiber die Endlichkeit der Anzahl von Straten/Simplizes,
was uns eine grundsétzliche Idee gibt, in welche Richtung wir suchen miissen,
wenn wir Bedingungen fiir die Endlichdimensionalitdt suchen. Tatséchlich sind
die bisherigen Beispiele immer vom endlichen Typ gewesen und dies riihrte auch
daher, dass der Quotient Y endlich viele Straten besak:
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4.15. Proposition. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum und seien M, N Dar-
stellungen von I". Sei S eine Isotropiestratifizierung von X, derart, dass nur end-
lich viele Orbits von singuliren Straten existieren. Dann ist H; (W) fir alle j
endlichdimensional iber k.

Beweis. Dies folgt sofort aus 3.11. O

Wenn die Endlichkeitsbedingung der letzten Proposition nicht vorliegt, kann dies
sogar dazu fithren, dass die Invarianten Ext*(M,A) nicht endlichdimensional
sind, wie das folgende Beispiel zeigt.

4.16. Beispiel. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum. Wir kénnten nun eine
unendliche topologische Summe von ¥x = [] jeNX mit sich selbst betrachten,
auf dem I' komponentenweise operiert. Dies wiirde zum Ziel fithren, denn es
ist Extig, (M, N) = Extg (M, N)N. Das ist aber ein besonders langweiliges
Beispiel, weil wir zumindest ein Beispiel mit einem zusammenhéangenden diskon-
tinuierlichen Raum haben wollen. Fiir diesen Zweck fiihren wir nun eine Art
zusammenhédngende Summe von diskontinuierlichen Rdumen ein.

Man betrachte einen weiteren diskontinuierlichen I'-Raum X'’ der selben Di-
mension wie X. Man fixiere ein z € X und 2/ € X' mit I', = 'y = 1 und
seien W und W’ zuldssige Umgebung von = bzw. z’. Weiterhin seien V. C W
und V' C W’ die zuldssigen offenen Teilmengen, die der Einheitskreisscheibe
D(0) C R? @ W = W’ entsprechen. Auf Z, =T -V und Z! = T - V' operiert
[ jeweils frei. Jetzt bilden wir die zusammenhédngende Summe von X mit X’
entlang Z, und Z, im folgenden Sinne. Sei Xg=X —T'-z und X)=X'—-T-2’
und setze

X +{z,2} X =X, Uy X(/),

wihrend ¢ : (Z, —['-2z) — (Z, —T' - x) von dem folgenden Diffeomorphismus
induziert ist:

(Vo = {z}) = (D1(0) = {0}) = (D1(0) — {0}) = (Vs — {=})

mit 7(x) = (1 — |z|) - . Es ist nun leicht zu tiberpriifen, dass X 4y, 1 X' eine
zusammenhédngende Mannigfaltigkeit ist und dass die Operation von I' auf X
bzw. X’ eine Operation auf diesem Raum induziert. Sie ist diskontinuierlich (und
orientierungserhaltend, wenn die vorherigen Operationen auf X und X’ orien-
tierungserhaltend waren). Diese Konstruktion wenden wir nun auf das Folgende
an. Sei X = h? der obere Halbraum, auf dem I' = PSLy(Z) wie iiblich operiert.
Dann existieren zwei unterschiedliche Punkte z;, 2o € X mit Z,, N Z,, = . Wir
definieren

X=X +{961,961} X —1—{362@2} X —1—{361@1} ce
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und dies ist ein diskontinuierlicher I'-Raum mit der Eigenschaft, dass der Quotient
Y = F\X unendlich viele Straten der Dimension 0 besitzt Das einzige andere
Stratum ist die reguldre Menge Yr. Aufgrund von 4.6 und 4.8 bzw. 4.10 ist es nun
leicht zu sehen, dass dim Ext*(M, ) = oo gilt fiir M = N = My,, n > 0.

Bemerkung. Ein viel interessanteres Beispiel wire, einen zusammenziehbaren
diskontinuierlichen I'-Raum X zu finden, so dass Ext*(M,N') unendlichdimen-
sional ist. Dies ist dem Autor nicht gelungen. Ein Ansatz, dieses Problem zu
16sen, wire eine diskrete Gruppe I' zu finden, die diskontinuierlich und orientie-
rungserhaltend auf X = R? operiert, derart, dass die Menge der Orbits aller
(0-dimensionalen) Straten unendlich ist. Die Versuche des Autors, die Existenz
bzw. Nichtexistenz solch einer Operation fiir I' = PSLy(Z) = Z/2 % Z/3 zu bewei-
sen, sind bisher gescheitert

4.17. Bemerkung (Endliches Volumen ist auch nicht hinreichend). Eine ty-
pische Situation bei arithmetische Gruppen, die uns interessieren, ist die, dass
der Quotient I'\ X des assoziierten zusammenziehbaren symmetrische Raumes X
endliches Volumen besitzt. Die Kohomologie von I ist in solchen Féllen endlichdi-
mensional (siche Beweis von 4.18. unten fiir eine genauere Aussage und Quellen-
angabe). Deshalb lohnt es zu untersuchen, ob die Invarianten Ext*(M,N) oder
H,W! endlichdimensional sind, wenn wir annehmen, dass '\ X ein endliches Vo-
lumen besitzt. Dies ist jedoch nicht der Fall.

Als Gegenbeispiel konnen wir wieder den Raum X aus 4.16. heranziehen, in-
dem wir eine geeignete Metrik auf diesen Raum definieren. Beachte, dass der
Quotient des oberen Halbraums PSLy(Z)\h? beziiglich der hyperbolischen Metrik
endliches Volumen besitzt, vgl. [Shi, 2.5|. Die Konstruktion von X wird nun da-
hingehend modifiziert, dass bei jedem Schritt der Verklebung eine kleinere Kopie
von X genommen wird, so dass am Ende der Quotient immer noch ein endliches
Volumen besitzt.

Wir skizzieren nun, wie man diese Konstruktion formalisieren kann. Man be-
trachte den Raum h? x R, auf dem I' = PSLy(Z) komponentenweise operiert,
nachdem wir R, mit der trivialen Operation versehen haben. Diese Operation ist
diskontinuierlich. Man stelle sich vor, dass eine unendliche topologische Summe
von h? als h% x N in diesem Raum eingebettet ist. Die Verklebungen zwischen den
einzelnen Kopien b2 x {n} und b2 x {n + 1}, um den Raum X zu erhalten, kon-
nen innerhalb h2 x R, durchgefiihrt werden und zwar so, dass X C h2 x R eine
abgeschlossene, I'-invariante Untermannigfaltigkeit ist. Wir versehen jetzt diesen
Raum h? x R, mit einer Metrik: Es bezeichne (z, y) y > O die Koordinaten
von h% und ¢ > 0 die Koordinate von R,.. Dann ist M + eine Metrik, die
cingeschrankt auf h? x {t} das %-fache der tiblichen hyperbohschen Metrik liefert.
Daraus folgt leicht, dass das Volumen von I'\h? x R, endlich ist, fiir F\X mit der
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eingeschrinkten Metrik folgt dies aber nicht daraus. Die Verklebungen kénnen so
gemacht werden, dass fiir alle n > 1 gilt:

vol(I"\h?)

n2

vol(D\(X N (b x [n,n + 1]))) <

und Aufsummieren iiber n > 1 zeigt, dass F\)? endliches Volumen besitzt.

Trotz dieser schlechten Nachrichten gibt es dennoch ein Endlichkeitsresultat fiir
die meisten interessanten Beispiele. Dieses wird auch erklaren, warum in den Be-
rechnungen in Abschnitt 4.c. die auftretenden Invarianten alle endlichdimensional
waren.

4.18. Satz. Sei G eine halbeinfache algebraische Gruppe tiber Q, K eine maxi-
malkompakte Untergruppe von G = G(R). Sei weiterhin X = G/K und I’ < G
eine arithmetische Untergruppe sowie p : X — I'\X die Projektion. Fir alle Sta-
bilisatoren H < I' besitze p(Xpg) nur endlich viele Zusammenhangskomponenten.
Dann ist Ext* (M, N) endlichdimensional fiir alle Darstellungen M und N von T.

Beweis. Sei § die grobste Isotropiestratifizierung von X aus 2.6., das heifst die
Straten sind genau die Zusammenhangskomponenten von Xy, wobei H die Stabi-
lisatoren durchlauft. Nach [Borl| existieren nur endlich viele Konjugationsklassen
von Stabilisatoren. Mit der Voraussetzung, dass p(Xg) endlich viele Zusammen-
hangskomoponenten besitzt, folgt, dass der Quotient Y = I"'\ X nur endlich viele
Straten besitzt. Aus 4.15., folgt, dass W,(S)" endlichdimensional ist. Wiissten
wir, dass Ext’y -(Mx, Nx) endlichdimensional ist, wiren wir aufgrund der Spek-
tralsequenz 3.15. fertig. Nun ist aber X zusammenziehbar, weil G halbeinfach
und K maximalkompakt ist (siehe [Hel, VI.2.2.]). Also ist Exty p(Mx,Nx) =
H*(I'y Hom(M, N)) nach 1.26. und dies ist endlichdimensional wegen [Rag|. [

Bemerkung. Die Bedingung, dass p(Xp) endlich viele Zusammenhangskompo-
nenten fiir alle H besitzt, ist fiir alle Standardbeispiele erfiillt und dem Autor
sind keine Beispiele bekannt, wo dies nicht der Fall ist. Es ist nicht klar, ob die-
se Voraussetzung redundant ist, d.h. ob sie automatisch fiir alle (halbeinfachen)
algebraischen Gruppen erfiillt ist.
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Dieses Kapitel ist einerseits fiir sich genommen interessant, weil wir mitunter die
Berechenbarkeit der Invarianten Ext*(M,N) durch die De-Rham-Auflésung be-
weisen. Andererseits ist dies eine Vorbereitung des Beweises von 3.15. Im ersten
Abschnitt behandeln wir ganz allgemein azyklische Auflosungen. In den restli-
chen Abschnitten geht es um Azyklitdtseigenschaften der De-Rham-Auflosung
beziiglich der Funktoren Ext}.(IC, —) bzw. Ext[.(Q, —), die in den Azyklitétslem-
mata zusammengefasst sind — hierbei ist K eine konstruierbare I'-Untergarbe einer
konstanten I'-Garbe und Q ist eine diinne Garbe. Diese Azyklitdtslemmata sind
grundlegend fiir das Kapitel 6, wo die Spektralsequenz 3.15. hergeleitet wird.

5.a. Azyklische Auflésungen

Sei F' : A — B ein linksexakter Funktor zwischen abelschen Kategorien, wobei
A geniigend viele Injektive besitze. Dann ist der abgeleitete Funktor R*F auf
Objekten A € A gegeben durch R*F(A) = H*(F(I*)) fiir jede injektive Auflésung
A — I*®* von A. Statt injektive kann man aber auch F-azyklische Auflosungen
nehmen. Ein Objekt J heift F-azyklisch, wenn R"F(J) = 0 fiir alle j > 0 gilt,

vgl. [Wei, 2.4.3]. Die néchste Proposition liefert uns zusétzlich einen ,expliziten‘

Isomorphismus R"F(A) = H"(F(J*)) bei einer F-azyklischen Auflésung J*® von
A.

5.1. Proposition. Seien A, B abelsche Kategorien und A besitze gentigend viele
Injektive. Sei F' : A — B ein linksexakter Funktor. Sei A € A ein Objekt mit
einer F-azyklischen Auflosung A — J*. Jeder Quasiisomorphismus v : J* — I°,
wobei I* ein Komplex von injektiven Objekten ist, induziert einen Isomorphismus

et HA(F(J®)) — H*(F(I*)) = R*F(A).

Beweis. Die Kettenabbildung ~ induziert eine Abbildung von Spektralsequenzen

HP(RIF(J®)) == RPHF(J°)
Hp(RqF(’Y))i %J{R’”qw

HP(RIF(I*%)) ——=RPTIF(I°),

1)
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wobei die Isomorphie des rechten vertikalen Pfeils von der Tatsache herriihrt,
dass hyperabgeleitete Funktoren nach [Wei, Cor. 5.7.7] Quasiisomorphismen in
[somorphismen iiberfithren. Da I*® und J*® beide F-azyklisch sind, degeneriert die
Abbildung von Spektralsequenzen zu einem kommutativen Diagramm

H*(F(J*)) —=R*F(J*)

i% l~

H*(F(I*)) —=R"F(I*),

wobei die horizontalen Pfeile jeweils die Kantenhomomorphismen sind. O]

Es ist technisch gesehen von Vorteil, eine allgemeinere Klasse von azyklischen
Auflésungen zu betrachten, ndmlich solche, die nach einem ,Shift* azyklisch sind
(ein Beispiel ist die De-Rham-Auflésung fiir die relative Kohomologie, wie wir
spéter sehen werden):

Definition. Sei F : A — B wie oben und m > 0 beliebig. Ein Objekt J von A
heilt F-azyklisch von der Héhe m, wenn R/F(J) = 0 fiir alle j # m gilt. Eine
Auflésung A — J* eines Objektes A € A heilst F-azyklisch von der Hohe m,
wenn J* fiir alle 7 > 0 F-azyklisch von der Hohe m ist.

Beachte, dass ,,F-azyklisch von der Hohe 0 gleichbedeutend mit ,, F-azyklisch“
ist.

5.2. Lemma. Seien A, B abelsche Kategorien, wobei A geniigend viele Injektive
besitze. Sei F' : A — B ein linksexakter Funktor, A € A ein Objekt mit einer
F-azyklischen Aufiosung A — C* von der Héhe m fiir ein m > 0. Dann gilt

H*(R"F(C*)) & R™™F(A),

wobei R™EF(C*) auf natiirliche Weise als Kettenkomplezx aufgefasst wird.

Man kann dies elementar beweisen. Die Maschinerie der hyperabgeleiteten Funk-
toren und ihrer Spektralsequenzen gibt uns aber auch den folgenden alternativen
Beweis.

Beweis. Sei R*F' der hyperabgeleitete Funktor von F', vgl. [Wei, S. 147ff.] oder
|Gro, S. 146ff.] (auch fiir die folgenden Argumente). Es existiert eine Spektralse-
quenz

EPY = HP(RIF(C®)) = RPIF(C*).

Diese Spektralsequenz degeneriert unter unseren Voraussetzungen, so dass

H*(R™F(C*)) = R*™F(C*)
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folgt. Nun haben wir einen Quasiisomorphismus A — C*® und weil der hyper-
abgeleitete Funktor R*F' Quasiisomorphismen in Isomorphismen tiberfiihrt, gilt

R*F(C*) & R*F(A) = R*F(A). 0

Wir diskutieren nun einige fiir uns relevante Beispiele von azyklischen Auflsun-
gen von linksexakten Funktoren auf der Kategorie von Garben A = Sh(X). Hier
nehmen wir an, dass X ein beliebiger topologischer Raum und der Grundring &
ebenfalls allgemein ist.

5.3. Beispiel. Eine Garbe C auf X heifit welk, wenn C(X) — C(U) fiir alle
offenen Teilmengen U C X surjektiv ist. Welke Garben sind H°(X, —)-azyklisch,
so dass Garbenkohomologie mit welken Auflésungen berechnet werden kann.

Injektive Garben sind nach [Bre2, Prop. 5.3.] immer welk. Die Umkehrung gilt,
wie man sich leicht davon iiberzeugen kann, im Allgemeinen nur, wenn der Grund-
korper k ein Korper ist, so dass in diesem Fall welke Auflésungen fiir alle links-
exakten Funktoren gut sind, also z.B. wenn man die Ext"-Gruppen bestimmen
mochte.

Eine kanonische welke Auflosung (von allen Garben) gibt uns die folgende klassi-
sche Konstruktion.

5.4. Beispiel (|Bre2, S. 44]). Sei F € Sh(X) eine Garbe. Sei C°(F) die Garbe
der Serrationen auf X: Die lokalen Schnitte iiber U C X sind gegeben durch belie-
bige Abbildungen s : U — [, ., F» mit s(x) € F, fiir alle # € U. Diese Garbe ist
offensichtlich welk und es existiert ein kanonischer Monomorphismus F — C°(F),
denn jeden lokalen Schnitt von F kann man kanonisch als eine Serration auffassen.
Es bezeichne Z'(F) den Kokern von F — C°(F) und C*(F) := C°(Z(F)). Man
kann diese Konstruktion induktiv fortsetzen und erhélt eine kanonische welke

Auflésung F — C*(F).

Diese Konstruktion kann in den dquivarianten Kontext libertragen werden, siche
etwa |Gro, 5.1.2]. In beiden Féllen (dquivariant oder nicht) kann man diese Kon-
struktion verfeinern, indem man noch die Halme in injektive Moduln einbettet
und diese Verfeinerung gibt uns den Beweis, dass die Kategorie der Garben bzw.
derdquivarianten Garben geniigend viele Injektive besitzt.

5.5. Beispiel. Eine Garbe  heifit weich, wenn Q(X) — Q(K) fiir alle kompak-
ten Teilmengen K C X surjektiv ist. Solche Garben sind H?(X, —)-injektiv nach
[Bre2, Th. 9.11], so dass Kohomologie mit kompaktem Trager mit weichen Gar-
ben berechnet werden kann. Ist X eine Mannigfaltigkeit, so sind weiche Garben
sogar H°(X, —)-azyklisch nach [Bre2, Th. 9.11], so dass in diesem Fall auch die
gewohnliche Garbenkohomologie mit weichen Garben berechnet werden kann.
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Welke Garben sind weich. Das folgende Beispiel gibt uns eine kanonische weiche
Auflésung von Garben auf Mannigfaltigkeiten, die nicht welk ist und in vielen
Situationen besser als die kanonische welke Auflosung C*(F) ist.

5.6. Beispiel. Sei X eine Mannigfaltigkeit und & = R oder k = C. Sei Q%
die Garbe der k-wertigen g-Differentialformen auf X. Die duflere Ableitung d :
Q4 — ngl von Differentialformen definiert eine Auflosung kx — Q%, wobei die
Exaktheit gerade der Inhalt des Poincaré-Lemmas ist. Fiir jede Garbe F € Sh(X),
ist F ®j Q2% eine weiche Auflésung von F, die sogenannte De-Rham-Aufldsung
von F.

5.7. Bemerkung. Fiir alle lokalabgeschlossenen Untermannigfaltigkeiten Z C
X gilt Q%|z = Q2.
Ist Z offen, so ist dies offensichtlich. Ist Z abgeschlossen, so folgt dies aus der

Tatsache, dass jede Differentialform auf U N Z fiir eine offene Teilmenge U C X
fortgesetzt werden kann zu einer Differentialform auf U.

5.8. Proposition. Ist Z C X eine I'-invariante, abgeschlossene Teilmenge, so
dass X — Z = X gilt, so ist Q%®N fiir jeden T-Modul N eine HY(X; —)-azyklische
Auflésung von Nx von der Hohe 1, d.h.

H(X;Q% @Nx) =0,  j#1.
Insbesondere gilt Hy ™ (X;Ny) = H*(HY(X;Q% ®Nx)) € I'-mod.

Beweis. Jede Differentialform auf X, die auf X — Z verschwindet, muss aus Ste-
tigkeitsgriinden auf ganz X verschwinden. Das bedeutet HJ(X;Q% @ Nx) = 0
fiir 7 = 0. Die Aussage fiir 7 > 2 folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares
(X, X — Z), denn nach der letzten Bemerkung 5.7. ist Q% ® Nx azyklisch fiir die
Funktoren H°(X; —) und H*(X — Z; —). O

Die letzte Proposition wirft die Frage auf, ob die lange exakte Sequenz von 0 —
HY(X;Q°) — HY (X — Z;Q°) - HY(X, X — Z;Q°%) — 0 mit der langen exakten
Sequenz des Paares (X, X — Z) iibereinstimmt. Das ist tatséchlich richtig bis auf
ein Vorzeichen, wie wir gleich sehen werden.

5.9. Definition. Seien F}, Fy, F3 : A — k-mod linksexakte Funktoren, wobei A
geniigend viele Injektive besitze. Eine Sequenz Fy, — I} LA F3 von natiirlichen
Transformationen heifit ezakt, wenn 0 — Fy(I) — Fy(I) — F3(I) — 0 fur alle
injektiven Objekte I € A exakt ist. Man zeigt, dass 0 — F1(A) — Fy(A) — F3(A)
fir alle A € A exakt ist, indem man die Sequenz F; — F; — F3 auf einen
Monomorphismus A — I mit I injektiv anwendet.
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Die lange exakte Sequenz von F; — Fy — F3 in einem Objekt A € A ist die asso-
ziierte lange exakte Sequenz der kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen
0 — Fi(I*) — Fy(I*) — F5(I°) — 0, wobei A — I*® eine injektive Auflosung ist.
Sie hat die Gestalt

(5.10) .5 RF(A) — RIFy(A) —» RIF(A) — RIMF(A) — ..

5.11. Proposition. Sei Iy — Fy, — F3 eine exakte Sequenz wie oben. Sei A € A
und A — J* eine Auflésung mit den Figenschaften

o J*® ist Fy- und F3-azyklisch
o J*® ist Fy-azyklisch von der Hohe 1.

Dann ist die lange exakte Sequenz von 0 — Fy(J®) — F3(J*) — R'Fy(J®) — 0
1somorph zu 5.10 bis auf ein Vorzeichen. Das heifit, dass vertikale Isomorphismen

RIFy(A) RIFy(A) RIF;(A) RI1F(A)

N

e BT (RUR(J) —— H(Fy(J*)) — HI(Fy(J*)) — B (RUFA(J*) — -+

existieren, so dass das Rechteck mit ,,—1“ bis auf ein Vorzeichen und die anderen
strikt kommutieren.

Beweis. Sei v : J* — I°® ein Quasi-Isomorphismus, wobei I°® ein Komplex von
Injektiven sei (fiir die Existenz siehe man in [Ive] nach). Insbesondere ist I* eine
Auflésung von A. Betrachte das kommutative Diagramm von Kettenkomplexen

Fo(J*) —2= Fy(J*) —= R'F,(J*) —0
in(v) iFs(v)

0— Py (I*) —> Fy(I*) —> Fy(1*)

0

0

mit exakten Zeilen. Die beiden vertikalen Morphismen sind Quasi-Isomorphismen
nach 5.1. Da wir mit Kettenkomplexen von Vektorrdaumen arbeiten und damit
jede kurze exakte Sequenz gradweise zerfillt, existieren nach [GM1, IV.13] Ket-
tenmorphismen R'F)(J®) — FyJ*[1] und F3I* — FyI°[1], die die obigen kurzen
exakten Sequenzen von Kettenkomplexen zu exakten Dreiecken FbJ® — F3J® —
R'Fy(J®*) — FyJ°[1] bzw. F{I* — F>I* — F3I* — FyI*[1] machen (wir fassen
hier die Homotopiekategorie der Kettenkomplexe geméfs [GM1, 1V.§2| als trian-
gulierte Kategorie auf). Wir erhalten einen Morphismus von exakten Dreiecken



80 5 Azyklitit der De-Rham-Auflésung

nach den Axiomen triangulierter Kategorien:

(5.12) By(J*) - B(J*) — R () —> B(J*)[1]
F2(V)l2 F3(7)l2 3 l:

B9~ (1) —— R (1)[1] —2 By (1%)[1].

woraus die Behauptung folgt. m

5.13. Proposition. Sei Fj R 2 LA F3 eine kurze exakte Sequenz von linksez-
akten Funktoren. Sei A — J* eine Fj-azyklische Auflosung von der Hohe m = 0
firi=1,2.3. Dann existiert ein Isomorphismus von langen exakten Sequenzen:

= H*(R"F\(J*)) — H*(R™Fy(J*)) — H*(R™ F3(J*)) —— - -

SR

o ——— R F(A) R™*F(A) R™*F(A) —— - ..

Beweis. Sei F' = F; fiir ein ¢ € {1,2,3}. Wihle eine Cartan-Eilenberg-Auflésung
I** von J*, siche [Wei, 5.7.1]. Insbesondere ist der Totalkomplex |I°*| eine injek-
tive Auflésung von A. Der Doppelkomplex I** kommt zusammen mit injektiven
Auflssungen JP — IP* fiir alle p > 0. Es gilt daher H7(F(JP*)) = R7F(J?)) =0
fiir alle p > 0 und j # m. Nach [KS, 1.3.7] sind die beiden Pfeile in der Sequenz

F(IP*) — 72" F(IP®) « 7S 72 F(IP*) = H™(F(I"*))[m] = R™F(J?)[m]

Quasiisomorphismen fiir alle p > 0, wobei 7S und 7™ die Abschneidungsfunk-
toren |KS, (1.3.10)] sind. Diese Pfeile induzieren Kettenhomomorphismen

[F(I*)| = [72"(F(I*))| « R™F(J®)[=m],

>m auf dem Doppelkomplex F(I**) komponentenweise, also auf den ein-

wobei T
zelnen F'(IP*), p > 0, wirke. Diese Homomorphismen sind Quasiisomorphismen
nach [KS, Th. 1.9.3| (oder man rechnet es per Hand mit der Technik des ,/Tic-

Tac-Toe-Lemmas“ aus [BT, S. 135] nach). Die Konstruktion ist nun so gemacht,
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dass man eine Kette von Quasiisomorphismen von exakten Dreiecken hat:

[Fr(I°%)] ——— =" (Fy(1°*))] RMEy(J*)[=m]

| E5(1°)] ——— =™ (Fy(1°*))] R™Fy(J°)[=m]

|Es(1°)] —— |[r>"(F5(1°*))] R™F3(J°)[=m]
+ + +

[y (1) [[1] — 7= (B (1)) [1) =— R™ Py (%) [=m + 1],

denn 7™ 7S™ und | . | respektieren die triangulierte Struktur, siehe [KS, S. 54ff.].
Die langen exakten Sequenzen dieser exakten Dreiecke liefern das Gewdiinschte.
O

5.14. Korollar. Sei X eine Mannigfaltigkeit und Y, Z C X abgeschlossene Teil-
mengen mit Z CY und so dass X —Y dicht in X ist.

(a) Die Sequenz 0 — k¥ — kx — ki¥ — 0 induziert eine kurze exakte Sequenz
von Kettenkomplezen 0 — H°(X;Q%) — HY(X\Y;Q%) — HJ(X;Q%) — 0,
deren lange exakte Kohomologiesequenz bis auf ein Vorzeichen isomorph zur
langen exakten Sequenz des Paares (X, X —Y') ist.

(b) Die Sequenz 0 — kit , — ki — kX — 0 induziert eine kurze exakte Sequenz
von Kettenkomplezen 0 — HL(X;Q%) — HL(X;Q%) — HH(X—Z;9%) — 0
deren lange exakte Kohomologiesequenz isomorph zur langen exakten Sequenz
des Tripels (X, X — Z, X =Y ist.

Beweis. (a) Wende 5.11. auf die Funktoren F; = Homyx (ky, —), F» = Homx (kx, —)
F3 = Homx (kx_z, —) und auf die De-Rham-Auflésung J* = Q% an. Beachte da-
bei 1.31. (hier ist M = k und I' die triviale Gruppe).

(b) Man gehe wie bei (a) vor, indem man Hom auf die kurze exakte Sequenz
0 — k¥ , — ky — k5 — 0 anwendet, um eine kurze exakte Sequenz von von
Funktoren

0 — Hom(ky,—) — Hom(ky, —) — Hom(ky_,, —) — 0

zu erhalten. Wahle wieder J®* = Q% und wende 5.13. in Kombination mit 5.8. an
(beachte, dass auch X — Z dicht in X ist, weil es X — Y enthélt und X — Y dicht
in X — Z ist). Benutze auch hier 1.31. O
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5.b. Der De-Rham-Komplex auf I\ X

Es bezeichne Q% die Garbe der k-wertigen g-Differentialformen auf X, d.h. fiir
alle offenen Teilmengen U C X setzen wir

HO(U; Q%) == Q4(U) = { k-wertige ¢-Formen auf U}.
Dies hat eine kanonische I-Garbenstruktur. Ein g € T" operiert auf Q% via
g Q) = (D), w e g

fiir alle offenen Teilmengen U C X. (Es ist Q% = C% eine Garbe von k-Algebren.
Man beachte, dass Q% auch eine C¥-Modulstruktur besitzt und dass diese mit
der Operation g* vertréglich ist.)

Die duftere Ableitung d von Differentialformen definiert einen exakten Kom-
plex von Garben 0 — kx — Q% <, QY <, 0% < (Poincaré-Lemma). Man
beachte, dass der Morphismus d die I'-Operation respektiert, d.h. fiir alle ¢ > 0
ist d : Q4 — Q9+ ein Morphismus von I'-Garben.

Wir bezeichnen Q% als den De-Rham-Komplex von X, welcher eine Auflésung
von kx in der Kategorie Sh'(X) ist. Allgemeiner definieren wir fiir jede I'-Garbe
F die De-Rham-Auflosung von F durch Q% (F) = Q% ®i F. Deren Exaktheit
folgt aus der Exaktheit von —®;, F (k ist ein Korper). Fiir eine konstante I'-Garbe
Nx (N € I'mod) setzen wir Q% (N) := Q% (Nx).

Um diese Standardbegriffe auf den Quotienten Y = T'\X zu iibertragen,
verwenden wir den Funktor pl: Wir setzen

(5.15) Cy = p,(C%)
0 == p, (%)
OF (V) = p (Q%(N))

C5° ist eine Garbe von k-Algebren auf Y und Q3. (N) ist eine Auflésung von N
aufgrund der Exaktheit von p! (vgl. 1.16.).

5.16. Proposition. Fir alle ¢ > 0 und N € T'-mod existiert ein natirlicher
Isomorphismus Q- (N') = Q. @, N.

Diese Proposition beruht auf einem allgemeineren Prinzip (beachte, dass T, trivial
auf dem Halm (Q%), operiert).

5.17. Proposition. Fir alle F,G € Sh'(X) existiert ein funktorieller Homo-
morphismus pL (F) @ pL(G) — pL(F @ G), der auf den Halmen iiber x € X durch
die kanonische Einbettung Fi= @ Gl — (F, ® G,)'= gegeben ist. Insbesondere



5.c. Azyklitatslemmata 83

ist pL(F) @ pL(G) isomorph zu pL(F ® G), wenn alle x € X der Stabilisator T,
trivial auf F, oder G, operiert.

Beweis. Zunichst eine allgemeine Bemerkung: Man hat immer eine kanonische
Einbettung A% @ B¢ — (A ® B)¢ fiir alle Gruppen G und k[G]-Moduln A, B,
welche ein Monomorphismus ist, wenn k ein Kérper und einer der Moduln trivial
ist.

Der fragliche Homomorphismus in unserer Situation ist definiert als die Garbifi-
zierung des Homomorphismus von Prigarben, der iiber einer offenen Teilmenge
U C Y gegeben ist durch die kanonische Einbettung

H(p ' (U);F) o H(p ' (U);6)" — H'(p " (U); Fo G)".

5.c. Azyklitatslemmata

Fiir die folgenden , Azyklitdtslemmata“ fixieren wir eine Isotropie-Stratifizierung
S von X und zwei I'-Moduln M und N. Es sei daran erinnert, dass die Definition
von diinnen Garben in 2.18. gegeben wurde.

5.18. Erstes Azyklititslemma. Sei Q € Sh'(X) eine S™-diinne Garbe fiir

einm € {0,...n} mit Halmen A, dber |o|. Dann gilt:

(a) Ext}(Q,Q4(N)) = 0 fir alle j # 1 und ¢ > 0. D.h. QI(N) ist Hom(Q, —)-
azyklisch von der Hohe 1.

(b) Der kanonische Morphismus Exty p(Q,Q¢(N)) — Exty(Q,Q4(N))" ist ein
Isomorphismus fiir alle ¢ > 0.

(¢) Es existiert ein kanonischer Isomorphismus von Kettenkomplezen von injek-
tiven I'-Moduln:

Ext'(Q,Q°(N)) = [] Hom(A,,N)@ H, (Us; Q%)

dimo=m

5.19. Zweites Azyklitatslemma. Sei K C My eine S-konstruierbare I'-Unter-
garbe. Dann gilt Exty (K, Q4(N)) = 0 fiir alle j > 0 und q > 0.

Als einen Spezialfall des zweiten Azyklitdtslemmas erhalten wir ein wichtiges
theoretisches Hilfsmittel fiir das Studium der Invarianten Ext*(M,N), ndmlich
dass sie mit der De-Rham-Auflésung berechnet werden kénnen:
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5.20. Satz. Sei X ein diskontinuierlicher I'-Raum, p : X — = I'\X die
natirliche Projektion, M und N Darstellungen von I', M = p*( x) und N =
pL(Nx). Dann ist die De-Rham-Auflisung Q% (N') eine Homy (M, —)-azyklische
Auflosung von N'. Insbesondere gilt Ext* (M, N') = H*(Hom(M, Q’( )))-

Beweis. Man wende das zweite Azyklitdtslemma 5.19. auf = p* M an (p* M ist
eine konstruierbare Untergarbe von My, vgl. 1.24.). Es gilt Ext/ (M, QI(N)) =
Ext](p* M, Q¢(N)) = 0 nach 1.17. und 5.18. fiir alle j > 0 und ¢ > 0. O

5.21. Korollar. Die Voraussetzungen seien wie im letzten Theorem. Dann gilt:

o Q*(N) ist Hom(M, —)-azyklisch
e O°(N) ist pL Hom(p* M, —)-azyklisch

Insbesondere gilt:

o Ext*(M,N) = H*(Hom(M,Q*(N)))
o pL&ut* (p* M,Nx) = pL H*(Hom(p* M, Q*(N)))

5.d. Beweis der Azyklitatslemmata

Wir gehen von den Voraussetzungen von 5.18. aus und fixieren die dort vorkom-
menden Objekte, also X, I', die Projektion p : X — Y = I'\ X, die Darstellungen
M, N von I', sowie eine Isotropie-Stratifizierung S. Aufserdem fixieren wir ¢ > 0
und setzen € := QI(N).

Beweis des ersten Azyklitatslemmas Nach 2.21. haben wir einen Isomorphis-
mus von ['-mod-wertigen Funktoren

HOII'IX(Q, g H Homk(Aau H|o‘|(Uo'7 _))
dimo=m
= H coindj._ Homk(Ag,Hﬁ,|(Ua; =),
cE€ERm

wobei R,, eine Menge von Reprisentanten der Orbits aller m-dimensionalen Stra-
ten ist. (Wir haben hier Hom(A,, HY (Us; —)) = Hom((AU)IZ"', —) benutzt, vgl.

1.31.). Ableitung auf beiden Seiten impliziert nach Einsetzen der Garbe Q den
Isomorphismus von I'-Moduln

Ext%(Q, Q) H coindr, , Homy(A,, Hy,(Us; Q)),
oERm
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denn die Funktoren Homy und coind sind exakt. Da U, — |o| dicht in U, ist,
erhalten wir in Kombination mit 5.8. den Isomorphismus von I'-Moduln:

0 J 71
[Toem, coindj.. Hom(A,; HE (Uy; Q) 5 =1.

|o|

(5.22) Ext’(Q,Q) = {

Damit ist (a) und die Hélfte von (d) in 5.18. bewiesen (hier benutzen wir
H (Us;; Q4(N)) = H

ol o (Us; ;) ®N = vgl. mit dem universellen Koeffizientensatz
[Bre2, 15.3] und benutze die Endlichdimensionalitét von N.).

Fiir (b) und den Rest von (c¢) benétigen wir das folgende

5.23. Lemma. SeiU C X eine offene Teilmenge und A C U eine I'y-invariante,
abgeschlossene Teilmenge von U, so dass U — A dicht in U ist. Dann sind fiir alle
q = 0 die I'y;-Moduln

(a) HO(U; Q1(N))
(b) Hy(U;Q(N)) = H'(U, U — A; Q1(N))

mjektiv.

Beweis. (a) Es sei ohne Einschrinkung X = U und damit I'y = I'. Man wihle
eine lokalendliche Uberdeckung {U,} von Y = I'\ X durch zulissige Umgebungen
U, (die zusammen mit einer zulissigen Umgebung V,, C p~'(U,) von gewissen
T € X kommen). Zu dieser Uberdeckung existiert eine Partition der Eins {t, :
U, — R}. Wir setzen ¢, := 1), 0p: p~*(U,) — R. Betrachte nun den injektiven
I'-Morphismus

i H(X;Q) — HHO(pfl(Ua%Q)a w = (Wlp-1(Ua) Ja-

Dies hat eine I'-dquivariante Retraktion:
[[E G (U.); Q) — HY(X:9Q), (wa)a— D Pa-Wa,

wobei wir ¢, - w, auf ganz X mit 0 fortgesetzt verstehen. Die Wohldefniertheit
folgt aus der lokalen Endlichkeit der Uberdeckung. Es geniigt folglich zu zeigen,
dass fiir alle a der Modul H®(p~!(U,,); Q) injektiv ist. Es ist H(p~'(U,); Q) =
Coindgza H°(V.71;Q) nach 1.1. Da Moduln iiber der endlichen Gruppe I, immer
injektiv sind und coind als rechtsadjungierter Funktor Injektive erhilt, folgt die
Behauptung.

(b) Beachte, dass H(U,U — A;Q) = 0 gilt, denn U — A ist dicht in U und
damit verschwindet jede Differentialform auf U, die auf U — A Null ist. Ferner ist
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HY(U; Q) = 0, weil  weich ist (vgl. auch 5.5.). Somit sieht das Anfangsstiick der
langen Kohomologiesequenz des Paares (U, U — A) folgendermafen aus:

0— H'(U;Q) — H'(U — A; Q) — H'(U,U — A; Q) — 0.

Der linke und mittlere Term dieser kurzen exakten Sequenz sind nach (a) injektive
['y-Moduln, also ist es auch H°(U,U — A;Q) (betrachte z.B. die lange exakte
Sequenz von Extyr,). O

Mit 2.20. folgt nun, dass Ext’ (Q, Q) fiir alle j ein injektiver T-Modul ist, denn
als Rechtsadjungierte erhalten Hom(A,; —) und coind Injektive (womit auch (c)
vollsténdig bewiesen wére). Die Grothendieckspektralsequenz

HP(T, Ext% (K™ /K™ Q) = Ext’;gg(/cm JK™TE Q)

der Komposition (=)' o Hom(K™/K™ —) = Homp(K™/K™"! —) kollabiert
daher und der Kantenmorphismus Ext}(Q, ) — Ext*(Q, Q)" ist ein Isomorphis-
mus.

Beweis des zweiten Azyklitatslemmas Sei K C My eine konstruierbare I'-
Untergarbe. Betrachte die Isotropie-Filtrierung K = K" c ... ¢ K = My aus
2.29. Wir werden jetzt induktiv beweisen, dass 5.19. fiir K7 giiltig ist. Die néchste
Proposition behandelt den Induktionsanfang.

5.24. Proposition. Ser X ein diskontinuierlicher I'-Raum, M und N Darstel-
lungen von T'. Dann gilt Ext »(Mx, QI(N)) = 0 fir alle j > 0 und q > 0.

Beweis. Da die Garbe Q7(N) fein ist, gilt H?(X;Q¢(N)) = 0 fiir alle ;7 > 0 und
damit degeneriert die Spektralsequenz der Adjunktion 1.14 zum Isomorphismus
Exty p(Mx, Q9(N)) = Ext;p(M, H°(X;Q%(N))). Die Aussage folgt nun aus Lem-
ma 5.23., welches im Speziellen besagt, dass H°(X;Q4(N)) ein injektiver I-Modul
ist. [l

Der Induktionsschritt. Bei der Durchfithrung des induktiven Schritts werden
wir liber die kurze exakte Sequenz

(5.25) 0— KM — K™ — K™ /K™ — 0
gehen.

Abschluss des Beweises von 5.19. Der Induktionsanfang m = 0 ist der Inhalt von
5.24. und ist damit bereits gezeigt worden. Wir nehmen an, dass Ext (K, Q) =0
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fiir alle j > 0 und ¢ = 0, ..., m wahr ist. Betrachte die von 5.25 induzierte lange

exakte Sequenz
= BExtiTHKE™, Q) — Extl (K™ Q) — Extl (K™/K™HL Q) — L

Es ist Ext/ (K™ Q) = 0 und Ext/(K™/K™,Q) = 0 fiir alle j > 1 wegen
der Induktionsvoraussetzungen bzw. wegen 5.18. (a) und (c¢). Daraus folgt die
Behauptung. O]



6 Konstruktion der Spektralsequenz
E(S, L)

Dieses Kapitel stellt den Beweis des zentralen Theorems 3.15. dar, d.h. wir kon-
struieren die dort genannte Spektralsequenz E(S, £) und beweisen die behaupte-
ten Eigenschaften.

Wir fixieren im gesamten Kapitel eine Isotropiestratifizierung S eines diskon-
tinuierlichen I'-Raumes X, die ['-Moduln M und N sowie eine S-konstruierbare
[-Untergarbe K C Mx. Es sei £ = L(KC,M,N) das Koeffizientensystem aus 3.6.

Die Konstruktion von E(S, L) ist schnell erkliart: Die Isotropiefiltrierung
K =K"c...K° =My induziert eine Filtrierung von Hom(K, 2% (Nx)) durch
die Kettenkomplexe Hom (K™, Q2% (Nx)), m > 0. Wir zeigen dann, dass die as-
soziierte Spektralsequenz isomorph zu E(S, £) ist. Dass die Eintrége isomorph
sind, folgt leicht aus dem letzten Kapitel, wo dort die entscheidende Vorarbeit
geleistet wurde, um die Azyklitdtslemmata zu beweisen. Der schwierigere Teil
ist der Vergleich der Differentiale, womit wir uns hier hauptséchlich beschéafti-
gen werden. Zum Schlufs beweisen wir dann die Zusétze des Theorems, die sich
mit der Natiirlichkeit der Spektralsequenz beschéftigen. Hier machen wir von der
Eigenschaft von Spektralsequenzen, die von Filtrierungen herriithren, Gebrauch,
dass sie funktoriell beziiglich Morphismen von Filtrierungen sind (vgl. [Gro, 2.4.])

6.a. Filtrierung von Hom(/C, 2% (N))

Wir erinnern an die Isotropie-Filtrierung 2.29. von My iiber
K=K'c...c K'c K= My,

6.1. Definition. Fiir 0 < m < n definieren wir den Komplex
F™C® := Homp (K", Q% (N))

und setzen C* = F°C* = Homp (K, Q(N)).
Man beachte, dass F"C* = Homyr(M, Q°*(X) ® N) ist.

88
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6.2. Proposition. Die Inklusionen K™ C K™ induzieren eine absteigende Fil-
trierung von Kettenkomplexen

OCcF'C*c...c F*"C* c F™'c*...c F’c* ="

mit den Figenschaften

(a) H*(C*) = Exty (K, Nx)

(b) H*(F”C') == EXt}yF(Mx, Nx)

(c) FIC*/FHIC® = Extp (K177 /K=, Q% (N)) fiir alle ¢,7 > 0 mit ¢+ j < n.
Beweis. Teil (a) folgt aus 5.18. und Teil (b) aus 5.20. Zu (c): Sei = Q*(N). Die

kurze exakte Sequenz 0 — K"™¢ — K777 — K279 /K" 4 — 0 induziert eine

lange exakte Sequenz, deren Anfangsstiick so aussieht:

Homp (K" 979 /K", Q) — Homp (K" 777, Q) — Homp (K" 4, Q)
— Ext%(]C”*q*j/]C"*q, Q) — EXt%«(iCnquj, Q).

Der erste und letzte Term dieser Sequenz ist 0 wegen des Azyklitdtslemmas 5.18.
O

Fiir die Filtrierung 6.1. existiert geméf [McC, Th. 2.6] eine Spektralsequenz
EPY = HPY(FPC/FPHIC) = HPH9(O).

In Proposition 6.2. ist die halbe Arbeit getan, um die Eintrdge dieser Spektral-
sequenz mit den Eintrdgen von E(S, £) aus 3.15. zu identifizieren. Es bleibt nur
noch, HP4(FPC/FPTC) entsprechend zu identifizieren. Mit Hilfe von Teil (b)
und (c¢) von 6.2. ldsst sich die Spektralsequenz in Kombination mit 5.18. aus-
driicken als:

HJE%_q_I(Hom(M/Maa N) X Hp+qc;)Fg ,q = 0, oo, — 1
Extf ' (Mx, Nx) q=n,

(6.3) EP?= {

wobei der Kettenkomplex C3 von kI';-Moduln definiert sei durch
(6.4) €3 1= HYy Uy O,) = H'(Uy, Uy — |0 02, )

und fR; ist eine Représentantenmenge der Orbits aller Straten in S der Dimension
7, also insbesondere gleichméchtig zu T'\&’ ist. Wir haben hier stillschweigend
benutzt, dass H‘la‘(Ug;Q'(N)) als Kettenkomplex von I',-Moduln isomorph zu
H, ‘10‘(Ug; QF.) @i N ist, wie aus dem universellen Koeffizientensatz [Bre2, I1.15.4]

folgt. Beachte, dass Hom(A,N ® B) = Hom(A, B) ® N als I'-Moduln gilt fiir alle
I'-Moduln A und B, denn N ist als k-Vektorraum endlichdimensional.
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Beachte, dass der Kantenhomomorphismus Extj.(Mx,Ny) — Ext*(M,N) wie
bei allen Spektralsequenzen von filtrierten Kettenkomplexen von der Inklusion
F"C* C C° induziert ist. Letztere kommt ihrerseits von der Inklusion K C My.
Insbesondere ist der Vergleichshomomorphismus « aus 1.23 der Kantenhomomor-
phismus dieser Spektralsequenz, falls IC = p* M ist.

6.5. Proposition. Es existiert ein Isomorphismus von I',-Moduln:
H*C: = H Y (U,,U, — |o|; k) = H*Hdm@=n(|5: o),

wobei die I'-Struktur auf der rechten Seite wie in 3.10 gegeben ist.

Bevor wir dies beweisen notieren wir eine Folgerung, die wir aus dieser Proposit-
tion und 5.18. schliefien:

6.6. Korollar. Es existiert ein Isomorphismus von I'-Moduln

H*(Ext' (K™ /K™ Q*(N)) = [ Hom(M/M,,N) @ H'(U,)

|o]
dimo=m

H Hom(M/M,,N) @ H*"*""(|g]; ot,).

dimo=m

I

Beweis von 6.5. Wir wenden das Lemma 5.2. an, indem wir setzen: m =1, A =
Shte(X), B = k[[,]-mod, A =k, C* = Q% und F = H?,(U,,—). Mit 5.8. gilt

lo]|

RjH&(UU,Q}() = HI(U,,U, — |o|; Q) = 0 fiir alle j # 1. Damit folgt aus 5.2.:
H*CS = H*\(U,,U, —|o|) € kT',-mod.

Letzteres ist nach Ausschneidung isomorph zu H**(T,, T, — |o|), wobei T, eine
Tubenumgebung von o in U, ist und dies ist nach dem Thom-Isomorphismus 3.1.
isomorph zu H*T1=cdimlol(|4|- or,). O

Wir wollen zeigen, dass die zu der Isotropie-Filtrierung aus 6.1. assoziierte Spek-
tralsequenz 6.3 mit der in 3.15. angegebenen iibereinstimmt. Die Konvergenz
gegen H*F°C* = Ext*(M,N) (vgl. 5.20.) ist jedenfalls sichergestellt, da die Fil-
trierung beschrankt ist. Wir machen die folgende Beobachtung: Sei ¢ < n. Dann
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gilt:
P2 T (Hom(M/M,,N)® H"C)"
Rn

6':' H (HOHI(M/MCH N) ® Hp+q+1+dim(0)*n(‘0,’; UYU))F”
Rn

— [I (Hom(M/M,,N)® H (o ox,))™
Rn

2.2L ( H Homy,(M/M,, N) ®Hq(|0|;0ta)> .

dimo=n—p—1

6.b. Bestimmung der Differentiale d; von E£(S, L)

Gradweise haben wir also einen Isomorphismus W}; >~ F7179% Der schwierigere
Part ist es, die Differentiale miteinander zu vergleichen. Wir erarbeiten uns eine
Beschreibung des Differentials von E; in mehreren Schritten und werden am Ende
feststellen, dass dies genau das Differential von W aus 3.8. ist.

Wir betrachten wieder die ,Urform* der Eintrdge der Spektralsequenz 3.15.
Die Eintriage EY sind fiir p # n gegeben durch die Homologie der Komplexe
Exty (K9/K71, Q*(N)), vgl. 6.2. Um Schreibarbeit zu sparen, kiirzen wir wie folgt
ab.

6.7. Notation. Wir setzen:
o ¢ :=K2/K fiiralle 0 < a < b< n.

o Ey(F) := Exty (Fly, Q% (N)) fiir alle offenen Teilmengen V' C X und fiir
alle F € ShY(X). Dies ist ein Kettenkomplex von I'y-Moduln.

E(F) := E%(F), FeSh'(X).
Evr, (F) :=Extyr (Flv,Q}(N)), V C X offen und F € Sh'(X).
EF(]:) = EX,F(]:)'

Dabei bezeichnet T'y, den Stabilisator von V, d.h. T'y = {g € I | ¢V = V'}. Dies
ldsst sich zu Definitionen von kontravarianten, halbexakten Funktoren

Ey : ShY(X) — Ch(I'y-mod),

Evr, : Sh'(X) — Ch(k-mod)

erweitern (Ch(A) ist hier die Kategorie der Kettenkomplexe iiber einer abelschen
Kategorie A).



92 6 Konstruktion der Spektralsequenz E(S, L)

6.8. Bemerkung. Aufgrund von 5.8. und 5.18. gilt mit der obigen Notation
Folgendes. Fiir alle ¢ =0, ..., n ist
H'E(K! )= [[ Hom(M/M. N)® H: ' (U,) € T-mod.

|7l
dim 7=q

Aufserdem gilt fiir alle 0 € § mit dimo = g — 1:

H*Ey, (KZ,,) = ][ Hom(M/M,,N) @ HT'(U;) € Ty-mod

I7|
T-0

und

H*Ey, (K1) = Hom(M/M,,N) € I',-mod.
1. Schritt Bei der Spektralsequenz einer absteigenden Filtrierung F*C* eines
Kettenkomplexes C* gleichen die Differentiale des F1-Terms den Randhomomor-
phismen der langen exakten Sequenz, die der kurzen exakten Sequenz von Ket-
tenkomplexen

0 — FPC*/FP~IC* — FPHC®/FP-IC* — FPHC® JFPC® — 0,

assoziiert wird. Dies folgt zum Beispiel aus [McC, Prop. 2.11|. Angewendet auf
unsere Situation, d.h. 6.2., heifit das, dass wir die Randhomomorphismen der
langen exakten Sequenz studieren miissen, die von der kurzen exakten Sequenz
von Kettenkomplexen der Form

(6.9) 0 — Er(KC) — Er(KiL) — Br(Ki) — 0
kommen, wobei letztere Sequenz aus der langen exakten Sequenz von

(6.10) 0= K, =K - K =0

entsteht, nachdem man Extf(—,Q°*(N)) angewendet hat (die Nullen ganz links
und rechts in 6.9 hat man aufgrund des Azyklitdtslemmas 5.18.). Der erste Schritt,
diese Randhomomorphismen zu verstehen, ist die folgende

6.11. Proposition. Unter den natiirlichen Isomorphismen E(Km )" = Epr(K, )
aus 5.18. (fiir alle m) kann der Randhomomorphismus der langen exakten Sequenz
von 6.9 mit O' identifiziert werden, wobei & der Randhomomorphismus der langen
exakten Sequenz von 0 — E(KI™) — E(ICZ:L}) — E(Ki,,) — 0 ist,

Dabei entsteht die letzte Sequenz durch Anwendung von Ext*(—, Q°*(N)) auf die
Sequenz 6.10 und das Azyklitdtslemma 5.18. garantiert uns wieder die Exaktheit
an den beiden Enden.
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Nach dieser Proposition geniigt es also, das Differential von W, mit dem obigen
(I-Aquivarianten) Randhomomorphismus 0 zu identifizieren.

Beweis von 6.11. Fiir alle I-Garben F,G € Sh'(X) existiert ein kanonischer
Homomorphismus Extf(F,G) — Ext*(F,G)", der folgendermafen definiert ist.
Sei G — Z°* eine injektive Aufléosung. Dann induziert die Inklusion von Ketten-
komplexen Homp(F,Z*) C Hom(F,Z*) einen Homomorphismus Ext[ (F,G) —
Ext*(F,G), dessen Bild in Ext*(F,G)" enthalten ist. Dieser Morphismus ist funk-
toriell in F und G, so dass wir ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen
erhalten:

0 — Er(K{™") — En(K) — Er(Kiy,) —0

.

0— B(K{™)" — E(K{1)" —= E(Kg.)" —o0.

Die aufseren vertikalen Pfeile sind Isomorphismen wegen 5.18. Dabei ist die unte-
re Sequenz entstanden, indem man die lange exakte Sequenz von Ext*(—,2) zur
exakten Sequenz 6.10 assoziiert (die entstehende lange Sequenz ist in Wirklichkeit
kurz, da die entscheidenden Terme wegen des Azyklitédtslemmas 5.18. verschwin-
den) und dann die I'-Invarianten davon betrachtet. Die entstehende Sequenz ist
exakt, denn Ext'(K?!1/K4 Q) ist ein Komplex von injektiven I'-Moduln nach
5.18.(d). Das Fiinfer-Lemma impliziert, dass der mittlere Pfeil auch ein Isomor-
phismus ist. Das heifst, dass die lange exakte Sequenz 6.9 isomorph zur langen
exakten Sequenz von 0 — E(KI™)' — B(KIL ) — B(KL,)" — 0 ist. Wir
benotigen nun das folgende

6.12. Lemma. Fir alle q ist der von der Inklusion E(K], )" C E(KL,,) indu-
zierte Morphismus H*(E(K],,)") — H*(E(KL,,))" ein Isomorphismus.
Mit diesem Lemma wiren wir fertig, denn es existiert ein kommutatives Dia-

gramm
= HY(E(Kgy,)") —= H (B — -

- -

o H(B(KL,,))T =2 H Y (B(KE ) —— -

IR

Es bleibt noch der Beweis von 6.12. Nach 5.18. existiert ein Isomorphismus von
Komplexen von I'-Moduln

B(K?

) H coind, Hom(M/M,, N) @ H},(Uy; Q*(N)),

0EMNRy
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wobei R, eine Reprasentantenmenge der Orbits aller Straten der Dimension ¢ sei.
Die Aussage folgt nun leicht aus den folgenden Tatsachen:

o H *(coindEJ(A’)) = Coindga H*(A*) fiir alle Kettenkomplexe A® von I',-
Moduln (denn coind ist exakt) und
e (coindf. (A))' = A fiir alle I',-Moduln A, vgl. [Wei, 6.3].

2. Schritt Nach dem ersten Schritt (genauer: Proposition 6.11.) geniigt es, den
Randhomomorphismus von 0 — E(KI™') — E(ICZ:L}) — E(K7,,) — 0 mit
dem Differential von W, zu identifizieren. Betrachte den Morphismus von kurzen

exakten Sequenzen

0

B(Ke) BE(KY) E(KG 1)

- | |

00— I Bu, (K57 o T B, (K1) — 11 o, (Kgn) g

od— od— oa—1

Y

wobei die vertikalen Pfeile die Produkte von Restriktionen sind (,,0™ 1 bedeutet
von nun ant, dass wir iiber alle Straten der Dimension m — 1 indizieren). Der linke
vertikale Pfeil ist ein Isomorphismus wegen 2.20. und 1.28.; da der Trager von
ICg_1 in der offenen Teilmenge (J,;,, ,— 41 Us C X enthalten ist. Wir schauen uns
den ,verbindenden Abschnitt* des kommutativen Diagramms von langen exakten
Sequenzen an:

(6.13) H*E(K1,) 9 H*E(Ki™)

| -

[1 H"Ey, (Kgy) 1o ] H* Ey, (K™

g1 ga—1

Daraus folgt, dass wir 0 mit der Komposition von oben links {iber unten links
nach rechts unten identifizieren kénnen. Da der linke vertikale Pfeil einfach zu
verstehen ist, konzentrieren wir uns im néchsten Schritt auf die Beschreibung der
Randhomomorphismen 9,:

3. Schritt Wir untersuchen die (I',-dquivarianten) Randhomomorphismen 0,
der langen exakten Sequenz von 0 — Ey, (KI™') — Ey, (K% 1) — Ey, (Kl,,) — 0
fiir ein fest gewahltes Stratum o der Dimension ¢ — 1 < n.

Wir setzen zur Abkiirzung @), := M/M, fiir alle Straten 7. Beachte, dass die
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Inklusion M, C M, fiir 7 < 7’ eine Projektion @), — @, induziert. Die Garbe
K 1lu, ist konzentriert auf |o| und dort ist sie konstant Q.. Auferdem ist

Kg_1|UU = @(Q’r)g—]’

T=0

nach 2.20. Der Vorteil der ,Fokussierung* auf U,, die in Schritt 2 geschehen ist,
ist der, dass wir eine niitzliche Beschreibung von ICZIHUU finden kénnen, nédmlich
als ein Quotient einer konstanten Garbe — und diese Beschreibung ist global nicht
moglich.

Wir setzen
Se=loluJ 7 cUs.

T-0

Das heifst, dass ¥, die Vereinigung von |o| mit allen Straten der Dimension dim o+
1 ist, die o als eine Seite besitzen. Dies ist eine I',-invariante, abgeschlossene
Teilmenge von U, und der Tréger der Garbe ICZ;HU” ist in Y, enthalten.

Man hat eine Filtrierung von T',-Garben (M,)s, C K%y, C Ki7l|s, = My,
welche eine exakte Sequenz

0 — (’CqH/MU)‘ZG N (}CQ*l/MO_)’EJHKg;i‘EU — 0

induziert. Setzen wir R, = ker(Q, — Q,) = M./M, und setzen wir die obige
kurze exakte Sequenz trivial auf ganz U, fort, so erhalten wir eine exakte Sequenz

o o ’8 -
0— PR — Qs = Kigilu, — 0.

T-0

Die Projektion 5 induziert einen Morphismus von kurzen exakten Sequenzen

0 H’]@(QU)‘Z}T — (Qa)g‘; —_ (QG)UU —(

bk

feilu, —= K&y, —0,

1%

0——Kgilv, —=K

wobei 3 die Restriktion von 3 ist. (Beachte, dass @ (QU)‘ZT = ng oy 8ilE).
T=0
Anwendung des Funktors Ext*(—, Q2°(N)) liefert ein kommutatives Diagramm
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von Kettenkomplexen

0 Eu, (Qu)V]) — Eu, (Q0)%2) — v, (@)% ) —0

N

00— Ey, (K1) Ey, (iCZ;}) By, (Kii1)

0,

wobei die horizontalen Sequenzen exakt sind aufgrund des Azyklitdtslemmas 5.18.
(da z.B. Hom (K7, ,, Q) = 0 und ExtQ(ngfl, 2*) = 0). Dies induziert seinerseits
einen Morphismus von langen exakten Kohomologiesequenzen dieser Komplexe,
bei dem wir uns nur fiir das folgende Stiick interessieren:

(6.14) H*Ey, (Ki4) H* By, (K§)

| i
H* ] EUU((Q(:)m)HH*+1EU0<(Q0)|0|>

T>0

Fazit: Somit ist 0, = d, o §*. Dabei ist d, der Verbindungshomomorphismus der
Sequenz

(6.15) 0= Eu, Qo)) = Bu, (Q)¥7) = T B ((Q)) — 0

T-0

welche ihrerseits durch die Anwendung der langen exakten Sequenz von
Ext*(—, Q*(N)) auf die kurze exakte Sequenz

0— P — ()5 — (Qo)7 —

T

entsteht (wie schon bereits erwdhnt, verschwinden in dieser langen exakten Se-
quenz alle anderen Terme aufgrund des Azyklitdtslemmas). Der Homomorphis-
mus [* besitzt eine gute Beschreibung, denn es existiert ein kommutatives Dia-
gramm

(6.16) H*Ey, (K%,,) L H* T1 Ev,(Q0)(%)

T-0

- l~

[T Hom(Qr,N) @ Hi(U;) . TT Hom(Qy, N) © H1H(U,)

T>0 T-0

(vgl. 5.18.) wobei der untere waagerechte Pfeil von den Projektionen Q, — Q-
induziert ist. Insbesondere kann 3* mit dieser Abbildung identifiziert werden.
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4. Schritt Wir mdchten den Randhomomorphismus der kurzen exakten Sequenz
6.15 studieren. Es ist nicht schwer zu sehen, dass diese Sequenz dadurch entsteht,
dass wir den exakten Funktor Homy(Q,, —) auf die Sequenz

0 — Ey,(kl5) — Eu, (k) — Ey, (kg2 ) — 0

lo o—lol

anwenden. Nach 5.14. ist die induzierte lange exakte Sequenz isomorph zur langen
Kohomologiesequenz des Tripels

(Ua - 20) - (Ua - |UD C UG'

Sei T, C U, eine Tubenumgebung von |o| und wir wihlen ein 7 > ¢. Das Dia-
gramm

( = Er, (o))
By, (ks,) — Er, (ks,) < Bz, (Kirjujo)
By, (ks—o) — Er, (ks—jo|) =<—— Er, (ki)
von kurzen exakten Sequenzen (alle Pfeile sind von Morphismen von Garben, z.B.

von ks, _jo| — kjr| induziert) gibt uns Morphismen von langen exakten Sequenzen,
deren verbindende Abschnitte so aussehen:

H*(Uy — o], Uy = o) —= H*(T, = |o], Ty = £4) <"— H*(T, = |o], T, — (|7| U |o]))

[+ | |

H*YU,, Uy — |o|) —=— H**YT,, T, — |o]) H*YT,, T, — |o]).

o

Der Morphismus i, ist die Inklusion eines direkten Summanden. Daraus folgt,
dass man J, mit der Komposition der Restriktion von U, auf T, mit der direkten
Summe der Randhomomorphismen

H(T,, T, —|7]) = H(T, — |0, T, — (I7| Ulo|) = H*NT,, T, — |ol)

identifizieren kann, wobei T, C T, — |o| eine Tubenumgebung von |7|N7T, sei (der
angedeutete Isomorphismus ,exc.” ist die Ausschneidung). Beachte, dass wir die
lange exakte Sequenz von Paaren mit Koeffizienten in k dadurch erhalten, indem
wir die lange exakte Sequenz des Paares mit Z-Koeflizienten mit k tensorieren.
Insbesondere gilt wegen Proposition 3.2.:

(6.17) 0, = @idk ®|[7:0]

T-0
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Zusammenfassung der Schritte Wegen Schritt 1 (Prop. 6.11.) geniigt es, den
Randhomomorphismus 0 der langen exakten Sequenz 0 — E(Ki™') — E (ICZ;} ) —
E(K3.,) — 0 mit dem Differential 3.9 von W, zu identifizieren. Nach Schritt 2
ist 0 das Produkt (iiber alle ¢ mit dimo = ¢ — 1) der Kompositionen
H*B(Kj,,) ™ H* By, (Kq,,) 5 H*Ey, (K§™),

wobei 7, von den Inklusionen U, C U, fiir alle 7 = o induziert und 90, der
Randhomomorphismus aus Schritt 3 ist. Identifizieren wir H*E(K, ) geméik 6.8.
mit [[_ Hom(M/M,,N)® Hmrl(UT) und H*Ey, (K3,
Produkts, wo nur Straten 7 mit 7 > ¢ zugelassen werden, so entspricht . der
kanonischen Projektion. Insbesondere bildet 7, Faktoren, die zu Straten 7 mit
o £ 7 gehoren, auf 0 ab. Wenn wir entsprechend H *EUU(ICgfl) gemafs 6.8. mit
Hom(M/M,,N)® H;'(U,) identifizieren, so enspricht der Randhomomorphismus

lo]

0, wegen Schritt 3 und Schritt 4 (genauer 6.16 und 6.17) der direkten Summe

@ iro @ [T:0]

T>0

) mit dem Faktor des letzen

wobei i, , : Hom(M/M,,N) — Hom(M/M,, N) von der Inklusion M, C M, indu-
ziert und [7: 0| der Inzidenzhomomorphismus ist. Dies beendet den Beweis.

6.c. Beweis des Zusatzes

Schlieflich kommen wir zum Beweis des Zusatzes von 3.15. Wir erinnern noch
einmal kurz daran, wie wir die Spektralsequenz E(S, K) fiir eine Isotropie-Stratifi-
zierung S und eine S-konstruierbare Untergarbe K von My konstruiert haben. Sei
Q* = Q°*(N) der De-Rham-Komplex mit Werten in N. Anwendung des Funktors
Homyp(—, Q2*) auf die Isotropie-Stratifizierung

gab uns eine Filtrierung
Homr(My, Q°) = Homp(K°, Q°) C ... C Homp (K", Q) = Homr (K, Q°)

von Kettenkomplexen und E(S, K) ist die Spektralsequenz dieser Filtrierung.

(a) Ist 7 eine feinere Isotropiestratifizierung, so gibt uns der Morphismus von
Filtrierungen K5 — K% aus dem Zusatz von 2.31. einen Morphismus von Filtrie-
rungen

Homp (K5, 2°) — Homp (K7, Q°),
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welcher einen Homomorphismus von Spektralsequenzen fs 7 : E(S,K) — E(7,K)
induziert, vgl. [McC, Th. 3.5|. Beachte, dass Kg = Ky = Mx und K% = Kt =K
sind. Daher konvergiert diese Spektralsequenz gegen die Identitat von
H*Homr(K° Q°) = Exti(K,N) und auf E"" ist fsr durch die Identitdt von
H*Homp(My, Q*) = Extj\(Mx, Nx) gegeben. Auf EY* fiir 0 < p < n — 1 ist der
Morphismus fs 7 gegeben durch Abbildungen der Form

H* Extp (K& /S Q%) — H* Extp (K2 /KR Q0),
die von den im Zusatz von 2.31. beschriebenen Homomorphismen K% /K7 —
KZ/ ICgH'1 induziert sind, woraus die Behauptung folgt, da dieser Homomorphis-
mus von den Inklusionen |7| C |o| tiber alle 0 € S und 7 € 7 mit |7| C |o]
induziert sind.
(b) kann man analog beweisen. Der Restriktionshomomorphismus

Homr (K, Q°*) — Homr,, (K|, Q°|v)

ist ein Homomorphismus von filtrierten Kettenkomplexen und dieser induziert
die gewiinschte Abbildung von Spektralsequenzen.



7 SchluBB

7.a. Zusammenfassung

Wir haben die klassischen Resultate, nédmlich die Isomorphismen H*(I'; M) =
H*(I'\X; M) und H*(I',MY) = Ext*(M, k) (was an &t/(M, k) = 0 fiir j > 0
lag) als Spezialfélle des folgenden allgemeinen Phédnomens erkannt: Der Vergleichs-
homomorphismus

a: H*(T'; Hom(M,N)) — Ext* (M, N)

ist ein Isomorphismus, wenn M oder N ein trivialer I'-Modul ist. Fiir allgemeine
Darstellungen M und N sitzt « in einer langen exakten Sequenz

o H, (WD) — HY(T) = Ext* — H, ;(WL) — ...,
wobei W, ein Kettenkomplex von I'-Moduln ist, der gradweise durch
W; = [ [ Hom(M/M™ N)

gegeben ist, wobei das Produkt iiber eine Représentantenmenge der Orbits aller
j-dimensionalen Simplizes genommen wird (nachdem man eine I'-Stratifizierung
von X gewihlt hat). Der Komplex W! ist dann trivial, wenn M und N fiir al-
le x € X keine gemeinsamen nichttrivialen I',-Untermoduln besitzen, also z.B.
wenn M oder N trivial ist, so dass die klassischen Resultate auf einfache Weise
aus der langen exakten Sequenz gefolgert werden.

Wir betonen, dass wir im Kontrast zu [Sin| vermeiden, bei den Beweisen auf
die Poincaré-Verdier-Dualitédt zuriickgreifen. Die Beweise beruhen auf hier ent-
wickelte Berechnungsmethoden der Invarianten Extf (A, —) fiir diinne Garben .4
(die Quotienten der Isotropiestratifizierung von konstruierbaren Untergarben von
M, also z.B. p* M, haben diese Form). Diese Methoden fiithren u.a. dazu, dass
die Invarianten Ext*(M, ) mit der De-Rham-Auflésung pL(Q%) ® N von N
berechnet werden kénnen.

Die obige lange exakte Sequenz war Ausgangspunkt vieler Einsichten iiber die
Eigenschaften der Invarianten Ext*(M, ) bzw. der Garben &xt* (M, N). Letzte-
re ist isomorph zu den Homologiegarben H,_,_(pW,), wobei W, ein Komplex

100
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von konstruierbaren Garben ist, der lokal (d.h. auf offenen Sternen von Simplizes)
definiert ist durch
HO(Uys We) = Wo (SN U,).

Es folgt, dass &xt* (M, N) halmweise endlichdimensional ist und fiir * > dim(X)
verschwindet. Wir konstruierten Beispiele, wo &rtdim(x)_l(./\/l,./\/ ) # 0 gilt, was
den Kontrast zu der speziellen Situation aufzeigt, wo &xt/ (M, N') = 0 fiir j > 0
gilt, wenn M oder N trivial ist. Zu den globalen Verschwindungsresultaten gehort
Ext?! (M, N) = 0 fiir alle j > dim(X). Dies gilt auch fiir j = n, wenn I'\ X nicht
kompakt ist.

In Kapitel 4 demonstrierten wir diese Methoden an speziellen Beispielen, wo
wir allgemein die Halme von &xt*(M,N) fir kleine Dimensionen berechnet ha-
ben und die globale Berechenbarkeit der Invarianten Ext*(M, ) bzw. H, (W)
bei niederdimensionalen Beispielen diskutierten, die von arithmetischen Grup-
pen herriithren (vollstéindige Berechnung ist durchgefiihrt fiir die Modulgruppe
[' = SLy(Z)). Leider stofen wir bei SLy(O4), wobei O, der Ganzheitsring des ima-
gindr quadratischen Zahlenkorpers mit Diskriminante d ist, auf Grenzen der Bere-
chenbarkeit, die denen bei der Kohomologie von SLy(Q) verwandt sind. Dies mag
zwar ein weiteres Indiz dafiir sein, wie dhnlich sich die Invarianten Ext*(M,N)
und H*(I'; Hom(M, N)) verhalten. Aber es starkt nicht die Hoffnung, einen Er-
folg bringenden Zugang zur Kohomologie H*(I'; Hom(M, N)) {iber die Invarianten
H*(I'; Hom(M, N)) zu bekommen. Zumindest in dieser Hinsicht scheint die lange
exakte Sequenz 3.21. geeigneter zu sein, weil H*(Y;.; M) leichter zu berechnen ist
als Ext* (M, N), denn M ist lokalkonstant auf der reguliaren Menge ;.

7.b. Bemerkung uber positive Charakteristik

In der vorliegenden Arbeit sind wir durchgéngig davon ausgegangen, dass der
Grundkoérper R oder C ist. Dies war grofitenteils der Bequemlichkeit wegen, um
folgende technische Bedingung zu vermeiden, die stets erhoben werden muss, um
zu dhnlichen Resultaten zu gelangen:

Die Charakteristik des Grundkorpers k sei teilerfremd
zur Ordnung des Stabilisators ', fiir alle x € X

An den wenigen Stellen, wo das Lemma von Schur benutzt wurde, um Aussagen
iiber Homp, (M/MY= N) zu treffen, miissen wir zusiitzlich voraussetzen, dass k
algebraisch abgeschlossen ist.

Fiir positive Charakteristik besitzt allerdings Kapitel 5 keine Entsprechung.
Dieses Kapitel ist fiir sich genommen interessant, aber es wurde auch dafiir be-
nutzt, um in Kapitel 6 die Spektralsequenz 3.15. herzuleiten, so dass dieser Zugang
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nicht fiir positive Charakteristik geeignet zu sein scheint.

Es gibt aber eine dhnliche Methode, die fiir beliebige Charakteristik zu den
gleichen Zielen fiihrt. Technisch gesehen unterscheidet sie sich kaum von der in
Kapitel 6, so dass es moralisch keinen Unterschied macht, welche man ausfiihrt.
Im Folgenden sei jene Methode kurz skizziert.

Anstatt der De-Rham-Auflésung arbeitet man mit einer injektiven Auflésung
kx — J*® von I'-Garben, so dass j; fur alle x € X und 7 > 0 ein trivialer I',-
Modul ist. (Dies ist einfach die Standardauflésung von kx aus [Gro, Prop. 5.1.2]
— der I';-Modul £ ist injektiv, weil die Ordnung von I', invertierbar in k ist).
Die Rolle von Q°(N) spielt nun N ® J°* = Hom(NY, J*), welche eine Auflésung
von Nx mit injektiven ['-Moduln ist. Wir betrachten die Isotropie-Stratifizierung
pM = M"C ... M° = My. Sie induziert eine Folge von Projektionen

M/M™ = M/M™™ = - M/ M
und damit eine Filtrierung
Homp(M/M' NV ® J°) C ... C Homp(M/p*M,NY @ J°*)

(beachte: Homp(—, NY ® J°) ist exakt). Die sukzessiven Quotienten sind von der
Form Hom(M™/M™ 1 NV @ J°), also bekommen wir mit den selben Methoden
wie in Kapitel 6 eine Spektralsequenz

EP =W | = Ext’™(My/p"M,Ny),

aus der wir wegen 1.25 die gleichen Folgerungen ziehen konnen wie aus der Spek-
tralsequenz 3.15. in Kapitel 3.

7.c. Ausblick/ offene Fragen

In diesem letzten Abschnitt ist eine Auswahl von Fragen aufgelistet, die im Rah-
men dieser Arbeit nicht beantwortet werden konnten.

7.1. (Berechenbarkeit). Durch diese Arbeit ist der Homomorphismus

a: Ext*(M,N) — H*(T; Hom(M, N)) (mittels Berechnung von H,(W') in klei-
nen Dimensionen sehr gut verstanden. Man gerit aber schon bei dim(X) = 3 (z.B.
wenn X der obere Halbraum und I' = SLy(O) fiir einen Ganzheitsring O eines
quadratisch imagindren Zahlenkorpers ist) an die Grenzen der Berechenbarkeit,
wie man in Abschnitt 4.c. ab Seite 69 sieht, und man stofst leider auf &hnliche
Probleme wie bei der Kohomologie von SLy(O). In diesem Sinne ist noch viel fiir
die Berechenbarkeit von Ext*(M, ) oder gar H,(WL) zu tun.
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7.2. (Zusétzliche Strukturen). Die Kohomologie von I' besitzt viele zusétzliche
Strukturen. Da wéren z.B. die multiplikative und die Hodge-Struktur sowie die
Operation der Hecke-Algebra im Falle arithmetischer Gruppen. Alles deutet dar-
auf hin, dass mittels der De-Rham-Auflosung die ersten beiden genannten Struk-
turen auch auf den Invarianten Ext* (M, N') verwirklicht werden kénnen. Die aus
zahlentheoretischer Sicht interessante Operation der Hecke-Algebra (oder etwas
Verwandtes) scheint sich nicht verwirklichen zu lassen, weil auf den Invarianten
Ext*(M, ) die dazu notigen Transferabbildungen nicht in dieser Form existie-
ren.

7.3. (Endlichkeit). An dem Satz 4.18. ist die Forderung, dass p(Xp) fiir alle Sta-
bilisatoren nur endlich viele Komponenten besitzen soll, nicht zufriedenstellend.
Vermutlich gilt das fiir alle dort betrachteten arithmetischen Gruppen I'. Diese
und &hnliche Fragen, die die Endlichkeit von I'"\ X in jeglicher Form betreffen und
damit zwangsldufig etwas mit Kompaktifizierungen von zu tun haben, sind auch
fiir sich genommen interessant.

7.4. (Azyklische Auflosungen). Nachdem wir in 5.20. gesehen haben, dass die
De-Rham-Auflésung azyklisch beziiglich dem Funktor Homp(p* M, —) ist, taucht
natiirlich die Frage auf, ob im Kontext arithmetischer Gruppen eine von der Lie-
Algebra von G herriihrende Auflosung in [BW, VII, 2.7| entsprechende azyklische
Auflssung der Garbe Ny existiert. Uberhaupt wiire es interessant zu wissen, wie
man etablierte Techniken fiir das Studium der Kohomologie arithmetischer Grup-
pen (wie sie z.B. in |[LS], Seiten 1 bis 30 von Schwermer, vorgestellt werden) auf
die Invarianten Ext*(M,N') (oder allgemeiner Ext}.(K,Nx), £ C My) iibertra-
gen konnte.
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