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Aufgabe 49

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik # 2,3 und sei
F € k[X,Y, Z] ein homogenes Polynom der Form

F=Y?2-X3—-AXZ? - BZ3, A Beck.

Zeige: das abgeschlossene Unterschema V. (F) von P? ist genau dann glatt iiber
k, wenn das Polynom X3 + AX + B keine mehrfachen Nullstellen hat. Zeige,
dass es jedenfalls hochstens einen Punkt gibt, in dem V. (F') nicht glatt ist.

Aufgabe 50

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper, C' eine glatte projektive Kurve
{iber k. Sei g = dim H'(C, 0¢) das Geschlecht von C.

a) dim HO(X,wx) = g.

b) degwx = 29 — 2.

c) Ist D € Div(C) mit deg D > 2g—2, so gilt dim H(C, 6(D)) = deg D —g+1.
d) Ist g = 0, so ist C = P} (Hinweis: Aufgabe 29).

Aufgabe 51

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper, und FE eine glatte projekti-
ve Kurve iiber k vom Geschlecht g = dim HY(E,0g) = 1, zusammen mit
einem Punkt o € E(k). Fir Geradenbiindel (D), D € Div(E) fassen wir
HY(E, 0(D)) wie in Aufgabe 43 als Teilmenge von K (E) auf.

a) Es existieren Funktionen x,y € K (FE) so dass 1,z eine Basis von H'(E, ¢(2[0]))
und 1, x,y eine Basis von H(E, 0(3[0])) ist.

b) Seien z,y wie in a). In H°(E, 0(6[0])) gilt eine Gleichung der Form f(z,y) =
0 fiir ein Polynom

FX,Y) = Ag + AgX + AY + Ay X% + As XY + AgY? + AGX? € k[X,Y]

mit A;, Ay € k und AgAf # 0.

c) Sei F' das homogene Polynom vom Grad 3 in k[X,Y, Z], das wir aus f durch
Homogenisieren beziiglich Z erhalten. Die Vorschrift

p— (x(p) 1 y(p) : 1)



definiert einen Morphismus ¢: F — P2 mit Bild V,.(F). Es gilt ¢(0) = (0: 1:
0).

Bemerkung. Man kann zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus F =, Vi (F) ist. (Ei-
ne Moglichkeit ist, zu zeigen, dass ¢'(3]o]) sehr ampel ist, vgl. [H] Cor. IV.3.2.
Fiir einen direkten Ansatz siche [S] Prop. II1.3.1 (a).) Durch einen Koordi-
natenwechsel kann man erreichen, dass die Gleichung F' die Form in Aufgabe
49 hat, sofern der Korper k£ nicht Charakteristik 2 oder 3 hat. Aus Aufgabe
36 folgt, dass alle glatten projektiven Kurven, die durch eine Gleichung dieser
Form (“Weierstra-Gleichung”) gegeben sind, Geschlecht 1 haben.

Aufgabe 52

Seien k, E, o € E(k) wie in Aufgabe 51. Sei DivY(E) die Gruppe der Divisoren
vom Grad 0, Pic’(E) die Gruppe der Geradenbiindel vom Grad 0 (vgl. Aufgabe
43).

Fiir Divisoren D, D’ € Div(F) schreiben wir D ~ D’ (und nennen D, D’ linear

dquivalent), wenn die zugehorigen Geradenbiindel &'(D), &' (D’) isomorph sind.

a) Fiir jedes D € Div?(E) existiert ein eindeutig bestimmter Punkt p € E(k)
mit D ~ [p] — [0]. Sei o: Div?(E) — E(k) die zugehérige Abbildung.

b) Die Abbildung o aus a) ist surjektiv.
c) Ist f € K(E)* und div(f) der zugehorige Divisor, so gilt o(div(f)) = O,
und die induzierte Abbildung Pic’(E) — FE(k) ist bijektiv.

Bemerkung. Fur Hinweise vergleiche [S] Prop. II1.3.4. Insbesondere zeigt Teil
c) der Aufgabe, dass die Menge E(k) die Struktur einer abelschen Gruppe
tragt. Man kann zeigen, dass diese induziert wird von Morphismen F X E —
E (Multiplikation), E — E (Inverses) und Speck — E (neutrales Element)
algebraischer Varietdten. Das neutrale Element ist gerade der fixierte Punkt o.
Paare (E,0) dieser Art heilen elliptische Kurven (iiber k).
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