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Aufgabe 21
Sei m € Z. Wann ist

X = Proj Z[Xo, X1, X5] /(X3 — mXoX1)

normal? Bestimme gegebenenfalls die Normalisierung von X.

Aufgabe 22

Beweise oder widerlege: sind S ein normales Schema und X, Y normale S-
Schemata, so ist das Faserprodukt X xg Y normal.

Aufgabe 23

Sei k ein Korper und C ein normales Schema, das eigentlich iiber Speck ist
mit dimC' = 1 (eine vollstindige normale Kurve tiber k). Wir zeigen in den
folgenden Schritten, dass C projektiv iiber k ist.

a) Sei C' = |J U; eine endliche offene affine Uberdeckung von C. Wihle fiir jedes i
eine offene Immersion ¢;: U; — Y; mit Y; projektiv iiber k (warum existiert eine
solche?). Sei Y das Faserprodukt aller Y; iiber k. Wir erhalten einen eigentlichen
Morphismus h: C' — Y, der den kanonischen Morphismus (U; — Y fortsetzt.

b) Sei Z = h(C) mit der reduzierten Schema-Struktur. Zeige, dass die Ab-
bildung h: C — Z surjektiv ist, und die Projektionen ¥ — Y; dominante
Morphismen Z — Y; induzieren.

c) Fir alle i faktorisiert die Immersion ¢; als U; — C — Z — Y;. Folgere, dass
der Morphismus C' — Z auf allen Halmen Isomorphismen induziert, und ein
Isomorphismus ist.

Aufgabe 24

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Ein integeres k-Schema X von
endlichem Typ heifit rational, wenn es eine birationale Abbildung von P} nach
X gibt (n € Z>o geeignet).

a) Zeige, dass X genau dann rational ist, wenn der Funktionenkdrper von X
eine rein transzendente Erweiterung von k ist.

b) Jede Quadrik in P? ist eine rationale Kurve.
¢) Die Kurve V(Y2 — X3) C AZ ist rational.

d) Gib ein Beispiel einer Varietdt an, die nicht rational ist.



